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CORRELACAO E REGRESSAO
1. CORRELACAO

1.1. INTRODUCAO

Ao se estudar uma varidvel o interesse eram as medidas de tendéncia central, dispersdo,
assimetria, etc. Com duas ou mais variaveis além destas medidas individuais também é de interesse
conhecer se elas tem algum relacionamento entre s, isto €, se valores altos (baixos) de uma das
variaveis implicam em valores altos (ou baixos) da outra variavel. Por exemplo, pode-se verificar se
existe associacao entre a taxa de desemprego e a taxa de criminalidade em uma grande cidade, entre
verbainvestida em propaganda e retorno nas vendas, etc.

A associacdo entre duas varidveis poder ser de doistipos: correlacional e experimental. Numa
relacdo experimental os valores de uma das variaveis sdo controlados pela atribuicdo ao acaso do
objeto sendo estudado e observando o que acontece com 0s valores da outra variavel. Por exemplo,
pode-se atribuir dosagens casuais de uma certa droga e observar a resposta do organismo; pode-se
atribuir niveis de fertilizante a0 acaso e observar as diferencas na producdo de uma determinada
cultura.

No relacionamento correlacional, por outro lado, ndo se tem nenhum controle sobre as
varidveis sendo estudadas. Elas sdo observadas como ocorrem no ambiente natural, sem nenhuma
interferéncia, isto é, as duas variaveis sdo aleatorias. Assim a diferenca entre as duas situagdes € que na
experimental nds atribuimos valores ao acaso de uma forma ndo tendenciosa e na outra a atribuicéo €
feita pela natureza.
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N > >
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Figural.l- Variostiposderelacionamento entreasvariaveisX eY

Freguentemente € necessario estudar o relacionamento entre duas ou mais variaveis. Ao estudo
do relacionamento entre duas ou mais variaveis denominamos de correlacdo e regressdo. Se 0 estudo
tratar apenas de duas variaveis tem-se a correl acdo e a regressao simples, se envolver mais do que duas
varidveis, tem-se a correlacdo e a regressdo multiplas. A regresséo e a correlacdo tratam apenas do
relacionamento do tipo linear entre duas variaveis.

A andlise de correlagdo fornece um nimero que resume o grau de relacionamento linear entre
as duas variaveis. Ja a andlise de regressdo fornece uma equacdo que descreve o comportamento de
umadas varidaveis em funcdo do comportamento da outra variavel.
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1.2. PADROES DE ASSOCIACAO

Independente do tipo (correlacional ou experimental) a relacdo entre as variaveis pode ser
resumida através de uma equagdo indicando o padrdo de associagdo entre as duas variaveis. As
relagdes mais comuns encontradas estdo ilustradas na figura 1.1.

Quando ndo é possivel perceber uma relagdo sistemética entre as variaveis € dito que as
variaveis s8o nao correlacionadas, sdo independentes ou ainda que sdo ortogonais.

1.3. INDICADORES DE ASSOCIACAO

Suponha-se que queiramos determinar se duas varidveis aeatdrias estdo de aguma forma
correlacionadas. Por exemplo, suponha-se que se queira determinar se 0 desempenho dos empregados
no trabal ho esta de alguma forma associado ao escore obtido num teste vocacional .

Tabela de contingéncia 2x2. Umavez que a correlacdo entre duas varidveis aleatorias reflete o
guanto os altos escores de uma delas implicam em altos escores da outra e baixos escores de uma
implicam em baixos escores da outra e vice-versa, no caso de uma relagdo negativa, pode-se comegar a
andlise identificando, justamente quantos elementos de uma das varidveis sdo atos e quantos séo
baixos. Para determinar se um escore ou valor é ato ou baixo, pode-se convencionar que qualquer
valor acima da mediana € ato e qualquer valor abaixo da mediana € baixo. Classificando desta forma
pode-se ter entdo, para 0 exemplo, 4 possivels resultados:

v' Tanto o desempenho no trabalho quanto no teste estdo acima da mediana (+ +)

v O desempenho no trabalho esta acima mas o do teste estd abaixo da mediana (+ -)
v/ Tanto o desempenho no trabalho quanto o do teste estdo abaixo da mediana (- -)
v" O desempenho no trabalho esta abaixo da mediana mas o teste ndo (- +)

Estas quatro possibilidades podem ser arranjadas em uma tabela de contingéncia 2x2, como a
mostrada abaixo:

Tabela 1.1 — Desempenho no trabalho e no teste

Desempenho no trabalho Escor e no teste vocacional

Abaixo da mediana (-) Acima da mediana (+)
Acima da mediana (+) (-, +) 10 empregados (+, +) 40 empregados
Abaixo da mediana (<) (=, —) 40 empregados (+, -) 10 empregados

Observe—se que se ndo existir relacdo entre as duas varidvel's deve-se esperar nimero idéntico
de empregados em cada uma das células da tabela, isto é, se a pessoa 0 escore da pessoa no teste
vocaciona esta acima ou abaixo da mediana ndo tem nada a ver com o seu escore no desempenho no
trabalho estar acima ou abaixo da mediana.

O que pode ser visto na tabela acima € que parece existir uma forte correlagdo entre as duas
variaveis, pois ao invés de igual nimero em cada célula o que se tem € um numero grande de ambas as
variaveis acima da mediana e um nimero grande de escores de ambas as variaveis abaixo da mediana.
Das 50 pessoas com escore acima da mediana no teste, 40 deles (80%) apresentaram escore acima da
mediana no desempenho do trabalho. Da mesma forma dos 50 que tiverem classificagOes abaixo da
mediana, 40 deles apresentaram escore abaixo da mediana no desempenho do trabalho. Se ndo
houvesse correlacdo seria de se esperar que dos 50 que tiveram escores acima da mediana no teste 25
tivessem escores acima da mediana no desempenho do trabalho e 25 abaixo.
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A tabela 1.2 mostra outras possiveis saidas para este tipo de esquema de classificacdo cruzada.
Novamente 100 elementos sdo classificados em 4 células de acordo com o critério anterior. A parte (a)
da tabela mostra uma associacdo positiva, a parte (b) uma negativa e a parte (c) que néo deve existir
associacdo entre duasvaridveis X e Y.

Tabela 1.2 - Indicativos da presenca de associacdo entreduasvariaveisX e Y.

(a) Relacdo positiva (b) Relacéo negativa (c) Sem relacéo
VaordeY VaordeY VaordeY
Vaorde Abaixo Acimada Vaorde Abaxo Acimada VaordeX Abaixo Acimada
X da mediana X da mediana da mediana
mediana mediana mediana
Acimada 15 35 Acimada 35 15 Acimada 25 25
mediana mediana mediana
Abaixo 35 15 Abaixoda 15 35 Abaixo da 25 25
da mediana mediana
mediana

Diagramas de dispersao. As tabelas de contingéncia 2x2 fornecem somente a indicagéo
grosseira da relacdo entre duas variavels, a ndo ser o fato de que os valores estéo situados acima e
abaixo da mediana, qualquer outra informacdo € desperdicada. Vamos considerar um exemplo,
envolvendo duas varidveis continuas.

Um comerciante de temperos est4 curioso sobre a grande variagdo nas vendas de loja para loja
e acha que as vendas estéo associadas com 0 espago nas prateleiras dedicados a sua linha de produto
em cada ponto de venda. Dez lojas foram selecionadas ao acaso através do pais e as duas seguintes
varidveis foram mensuradas: (1) total de espaco de frente (comprimento x altura em cm?) dedicados a
sua linha de produtos e (2) total das vendas dos produtos, em reais, no Ultimo més. Os dados sao
apresentados natabela 1.3.

Tabela 1.3 — Vendas x espaco dedicado aos produtos (em cm?).

L ocal Espaco Vendas
1 340 71
2 230 65
3 | 405 83
4 325 74
5 | 280 67
6 195 56
7 | 265 57
8 300 78
9 | 30 84
10 310 65

Pela observacéo da tabela ndo é facil perceber o tipo de relacionamento que possa existir entre
as duas variaveis. Para ter uma idéia melhor, as variaveis sdo colocadas no que é denominado de
diagrama de dispersdo. Uma das variaveis (X) é representada no eixo horizontal e a outra variavel
(Y) no eixo vertical, conforme figura 1.2.
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Figura 1.2 — Diagrama de disper sdo das variaveis apresentadas na tabela 1.3.

150 200 250 300 350 400 450

Vendas x Areas de prateleira

Uma olhada répida no diagrama de dispersdo mostra a existéncia de um relacionamento entre
as varidvels, com atos valores de uma das varidveis associados a altos valores da outra variavel. Se
ndo houvesse relacionamento entre elas, os pontos estariam distribuidos ao acaso no grafico sem
mostrarem alguma tendéncia.

1.4. O COEFICIENTE DE CORRELACAO

Apesar do diagrama de dispersdo nos fornecer uma idéia do tipo e extensdo do relacionamento
entre duas variaveis X e Y, seria altamente desgjdvel ter um nimero que medisse esta relagdo. Esta
medida existe e € denominada de coeficiente de corr elacéo. Quando se esta trabalhando com amostras
o coeficiente de correlagdo é indicado pelaletrar que €, por sua vez, uma estimativa do coeficiente de
correlagéo populacional: p (rho).

O coeficiente de correlacéo pode variar de—1,00 a+ 1,00, com um coeficiente de +1, indicando
uma correlacdo linear positiva perfeita. Neste caso, as duas varidveis serdo exatamente iguais em
termos de escores padronizados z, isto €, um elemento apresentando um escore padronizado de 1,5 em
uma das variaveis vai apresentar 0 mesmo escore padronizado na outra variavel. Um coeficiente de
correlacdo de —1, indica correlacdo linear perfeita negativa, com os escores padronizados exatamente
iguais em valores absolutos, diferindo apenas no sinal.

Uma correlacdo de +1 ou —1 € raramente observado. O mais comum € que o coeficiente fique

situado no interval o entre estes dois valores. Um coeficiente de correlagdo “0”, significa que ndo existe
um relacionamento linear entre as duas variaves.

1.5. HIPOTESES BASICAS

A suposicdo bésica sobre o coeficiente de correlagdo é que o relacionamento entre as duas
variaveis sga linear. Isto €, 0 coeficiente de correlacdo é adequado para avaliar somente o
relacionamento linear. As duas variaveis podem estar perfeitamente relacionadas, mas se néo for de
formalinear o valor do coeficiente pode ser zero ou préximo de zero.

Uma segunda hipotese € que as variaveis envolvidas sgjam aleatdrias e que sgjam medidas no
minimo em escala de intervalo. Ele ndo se aplica a varidveis em escala nominal ou ordinal ou quando
uma das varidveis € manipulada experimentalmente, pois neste caso, a escolha dos valores
experimentais vai influenciar o valor de r obtido.

Uma terceira hipotese € que as duas varidveis tenham uma distribuicdo conjunta normal
bivariada. 1sto é equivalente a dizer que para cadax dado avariavel y € normamente distribuida.
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Suponharse que existam apenas duas variaveis X e Y. Uma amostra da variavel “X”,
assumindo os valores particulares X1, X, ..., X, € uma amostra da varidvel “Y” assumindo os valores
particulares Y1, Y, ., Y, S0 obtidas e suponha-se ainda que o objetivo é saber se existe algum tipo de
relacionamento linear entre estas duas varidveis. Isto podera ser medido pelo coeficiente de
correlacdo que fornece o grau de relacionamento linear entre duas variaveis.

1.6. DEFINICAO

Na populagéo o coeficiente de correlagdo é representado por p e na amostra por r. Assm dadas
duas amostras, uma da varidvel X e outra da varidvel Y, o coeficiente de correlagdo amostral podera
ser calculado através da seguinte expressao:

[ = Z(Xi —i)-(Yi —V) _ ny Xi-Yj~— ZXi)-(ZYi)
\/Z(xi—Y)Z-Z(Yi—V)Z \/”ZXiZ -Exifipzyz-Evif
Uma populagdo que tenha duas varidveis ndo correl acionadas linearmente pode produzir uma
amostra com coeficiente de correlacdo diferente de zero. Para testar se a amostra foi ou ndo retirada de

uma populacdo de coeficiente de correlagdo ndo nulo entre duas varidveis, precisamos saber qual é a
distribuicdo amostral da estatisticar.

1.7. DISTRIBUICAO AMOSTRAL DE R (QUANDO p = 0)

A distribuicdo amostral de r depende somente do valor de p (coeficiente de correlagdo
populacional) e do tamanho da amostra.

Se for admitido que p = 0, a distribui¢do amostral de r (coeficiente de correlagdo na amostra)
seréd simétricaem torno de “0” com variabilidade dada por:
1-r2
n-2

Or =

—.2
Neste caso, pode-se mostrar que o quociente: r /g, = / \/ i _r2 tem umadistribuicdo t comn - 2

2

graus de liberdade. Isto &: t:r/ i_—rz .

Exemplo:

Quer-se testar se existe ou ndo correlagao linear entre X = toneladas de adubo orgénico por hae
Y = producéo da cultura A por ha. Paratanto é realizado um experimento com duracdo de 5 anos que
mostrou os resultados databela 1.4. Verificar se existe relacionamento linear entre as duas varidveis.

Tabela1l.4 - ValoresdasvariaveisX eY

Anos X Y
1989 | 2 48
1990 4 56
1991 | 5 64
1992 6 60
1993 | 8 72
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Para saber se ha ou néo correlacdo linear entre estas duas variaveis na populacdo de onde foi
retirada esta amostra € necessario realizar um teste de hipéteses, ou sgja, € preciso testar:

Ho. p =0 (N&o existe relacionamento linear na popul agéo)
Hi. p # 0 (Existe relacionamento linear na popul agcéo)

A tabela 1.5 mostra os célculos necessarios para se obter o coeficiente de correlacdo para esta
amostradas variaveis X e Y.

Tabelal.5-ValoresdasvaridaveisX eY ecalculos para obter r

Anos X Y XY X? Y?

1989 2 48 96 4 2304
1990 4 56 224 16 3136
1991 5 64 320 25 4096
1992 6 60 360 36 3600
1993 8 72 576 64 5184
Total 25 300 1576 145 18320

O valor der sera dado entéo por:
nEXi-y; - (Exi {2 vi) _ 51576 — 25.300
JhEx2-ExiPlhsvz-(£viP| (5145 - 25%).(518320 - 300?)

A estatisticateste seré&:

=0,95

gue neste caso, tem umadistribuicdo t com n - 2 = 3 graus de liberdade. O valor det (calculado) &

_.2 _ 2
t:r/wfl r :0,95/ 1095 =5,270
n-2 | 5-3

O valor tabelado de t com 3 g.l. e a 5% de significancia, considerando um teste bilateral &
3,182.

Com estes valores rgeitase Hp e pode-se afirmar, com 5% de significancia, que as duas
variavei s possuem um relacionamento linear na popul agéo.

Dado que ha fortes evidéncias de que as duas variaveis possuem um relacionamento linear
pode-se entdo gjustar uma linha de regressdo entre elas.

1.8. DISTRIBUICAO AMOSTRAL DE R (QUANDO p # 0)

Para testar a existéncia de um certo grau de correlacdo entre duas varidveis X e Y, isto €, para
testar

Ho: p = po contra
Hl: p 7 Po
P> pPo
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P<Po
€ necessario determinar a distribuicéo de “r”, quando p é diferente de zero. A distribuicdo de “r” so &
simétrica quando p é zero, se isto ndo ocorre a distribuicdo serd assimétrica. Esta falta de normalidade
impede que se use o teste tradicional, o teste t, neste caso.

Contudo, mediante uma transformagéo apropriada, “r” pode ser aterado para uma estatistica
gue é aproximadamente normal. Esta transformacdo € denominada de transformacéo Z de Fischer.

3 i74 4 Pt +
A expressdo pararedizélaé r' = %IHKHJ

Esta quantidade tem distribuicdo aproximadamente normal com média

M= %In(%} e varianciac® =1/ (n - 3), quando “n” n&o for muito pequeno, ou seja, N = 20

Exemplo:

Suponha gue de experiéncias anteriores pode ser suposto gque a correlacéo entre a idade e a
pressdo sanguinea sistolica é p = 0.85. Para testar a hipétese nula, a 5% de significancia, de que p €
este valor contra a aternativa de que ele é diferente deste valor supdem-se que foi extraida uma
amostra de tamanho n = 30 e que forneceu um r = 0,66. Entéo o teste pode ser redlizada através dos
seguintes calculos:

A distribuicdo der' € dada por:

= lln(“p] = lln(“o'%j = 1,2561

2 \1-p) 2 (1-085
0,7928 - 12561
= D920 7500 — oM
1/4/30-3

Para um nivel de significancia de 5% o valor tabelado de z é -1,96. Rejeita-se, entdo a hipdtese
nula. Isto é, pode-se afirmar que o valor da correlacéo populacional é diferente de 0,85.

1.9. PROPRIEDADES DE R

As propriedades mais importantes do coeficiente de correlacéo séo:
1. Ointervalo devariacdo vai de-1 a+1.

2. O coeficiente de correlagdo é uma medida adimensiona, isto &, ele € independente das
unidades de medidadas variaveis X e Y.

3. Quanto mais préximo de +1 for “r”, maior o grau de relacionamento linear positivo entre X
eY,ousga, se X variaemumadirecdo Y variara namesma direcéo.

4. Quanto mais préximo de -1 for “r”, maior o grau de relacionamento linear negativo entre X
eY,isto é se X variaemum sentido Y variarano sentido inverso.

5. Quanto mais proximo de zero estiver “r” menor sera o relacionamento linear entre X e Y.
Um valor igual azero, indicara auséncia apenas de relacionamento linear.
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2. REGRESSAO

Uma vez constatado que existe correlacdo linear entre duas variaveis, pode-se tentar prever o
comportamento de uma delas em funcéo da variagdo da outra.

Para tanto sera suposto que existem apenas duas variaveis. A variavel X (denominada variavel
controlada, explicativa ou independente) com valores observados Xi, Xz, ..., X, € a variavel Y
(denominada variavel dependente ou explicada) com valores Y1, Y, ., Y, Os vaores de Y séo
aleatdrios, pois eles dependem ndo apenas de X, mas também de outras variavels que ndo estdo sendo
representadas no modelo. Estas variaveis sdo consideradas no modelo através de um termo aleatério
denominado “erro”. A variavel X pode ser aleatéria ou entdo controlada.

Desta forma pode-se considerar que o0 modelo para o relacionamento linear entre as variaveis X
eY sgarepresentado por uma equagao do tipo:

Y=a+BX+U,
onde “U” € o termo erro, isto &, “U” representa as outras influéncias na variavel Y além da exercida
pelavaridvel “X”.

Esta equacéo permite que Y sgja maior ou menor do que a + BX, dependendo de “U” ser
positivo ou negativo. De formaideal o termo “U” deve ser pequeno e independente de X, de modo que
se possa modificar X, sem modificar “U”, e determinar o que ocorrerd, em média, a Y, isto &

E(Y/X) = a + BX

Osdados{(Xj, Yi),1 =1, 2, ..., n} podem ser representados graficamente marcando-se cada par
(Xi, Yi) como um ponto de um plano. Os termos U; S0 iguais a distancia vertical entre os pontos
observados (X, Yj), e os pontos calculados (X, a + BX;). Isto estailustrado nafigura 2.1.

Figura 2.1 - O modelo de regresséo linear

Y . E(Y/X) = a + BX

ErrdU
Y Voo

Um modelo de regresséo consiste em um conjunto de hipéteses sobre a distribuicdo dos termos
“erro” easrelacbesentreasvaridveisX e Y.

Algumas destas hipoteses sdo:
(i) E(U) =0;
(ii) Var(U)) = ¢*
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Na hipotese (i) 0 que se esta supondo € que os U; sdo variaveis aeatorias independentes com
valor esperado igual a zero e na (ii) que a variancia de cada U; é amesma e igual a 6%, para todos 0s
valores de X.

Supbdem-se ainda que a varidvel independente X, permaneca fixa, em observagdes sucessivas e
gue avariavel dependente Y sgjafuncéo linear de X. Osvaoresde Y devem ser independentes um do
outro. Isto ocorre em geral, mas em aguns casos, como, por exemplo, observagoes diferentes sdo feitas
no mesmo individuo em diferentes pontos no tempo esta suposi¢ao podera néo ocorrer.

Como o vaor esperado de U; é zero, o valor esperado da varidvel dependente Y, para um
determinado valor de X, é dado pelafuncéo de regressdo a + X ou sga:

E(Y/X)=E(a+BX +U)=a +BX +EU) =a+BX [1]
jadque a + BX é constante para cada valor de X dado.

O simbolo E(Y/X) é lido valor esperado de Y, dado X. A varidncia de Y, para determinado
valor de X, éigud a
V(Y/X) = V(a + BX + U) = V(U) = ¢° [2]

A hipotese de que V(Y/X) é a mesma para todos os valores de X, denominada de
homocedasticidade, é Util pois permite que se utilize cada uma das observagdes sobre X e Y para
estimar ¢2. O termo “homo” significa“o mesmo” e “cedasticidade” significa “disperso”.

De [1] e [2] decorre que, para um dado valor de X, a variavel dependente Y tem funcéo
densidade de probabilidade (condicional) com média a + BX e variancia 6% A figura 2.2, ilustra a
funcéo densidade. Na parte superior da figura € ilustrado o caso heterocedéastico e na parte inferior o
caso homocedasti co.

Figura 2.2 - Funcéo densidadede Y dado X

TN

1a)
FLYILK )

X Xz

YIRS

A posicdo dafuncdo densidade f(Y/X) varia em funcdo da variagdo do valor de X. Note-se que
amédia dafuncdo densidade se desloca ao longo da funcgéo de regressdo a + BX.
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Em resumo, o model o de regresséo proposto consiste nas seguintes hipoteses:
LY=a+pBX+U,
2. E(Y/X) =a + BX;
3. V(Y/X) = 0%
4.Cov(U;, U)) =0, parai # j;
5. A varidvel X permanece fixa em observagdes sucessivas;
6. Os erros U sdo normal mente distribuidos.

2.1. ESTIMATIVA DOS PARAMETROS DE REGRESSAO

Se fosse conhecido toda a populac@o de valores (X;, Y;) entdo seria possivel determinar os
valores exatos dos parametros a, B e a. Como, em geral, se trabalha com amostras se faz necessario,
entdo, estimar estes parametros com base nos valores da amostra.

Existem alguns métodos para gjustar uma linha entre as varidveis X e Y o mais utilizado é o
denominado método dos minimos quadrados (MM Q). A reta obtida através deste método, ndo €
necessariamente, 0 “melhor” gjustamento possivel, mas possui muitas propriedades estatisticas que sao
desgjéveis.

Sgam a eb estimadoresde a e B e E; = Y, - a- bX; o desvio observado em relagéo a reta
gjustada, isto €, E; € um estimador do termo U;. O método dos minimos quadrados exige que 0s
estimadores a e b sgjam escolhidos de tal forma que a soma dos quadrados dos desvios dos mesmos
em relacdo areta de regresséo gjustada sejaminima, isto €

n n L.
@ =X E2= Y (Yi~a-bx)? = minimo.
i=1 i=1

Para tornar minima esta soma em relagdo a a e b, é necessario diferenciar a expressdo
parcialmente em relacdo aos valores a e b. Apds algumas simplificacdes vai-se obter:

YYi=na+ bXX; )
XY =aXXi + bZ(Xi)* (i)

gue sdo denominadas de equagdes normais da regressdo, onde “n” € o nimero de pares de observagoes.
Obs.: Para simplificar a notacéao foram desconsider ados os indices nos somatorios.
Dividindo-se a equacéo (i) por “n” eisolando o valor de a vem:

a:&—b(&
n n

)=Y -bX

levando-se este resultado na equagdo (ii) tem-se:

_ _ o ZXi2ZYi
b= 2 (Xi—=X(Yi—Y) — LXiYi n — XY - XX XY

3 (x=X)° sx2 - Xi)° ny x2 - (2 X)?

n

A reta estimada de regressao sera entao:

Y =a+bX
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com osvaloresde“a’ e“b” obtidos através das seguintes expressoes:
bznZXiYi_ZXiZZYi e a=Y -bX
Ny X? = (X Xi)
Utilizarse o valor v, porque o valor de Y, obtido a partir da reta estimada de regresséo, para
um dado valor de X, € umaestimativa do valor E(Y/X), isto &, do valor esperado de Y dado X.
Exemplo:

Sdo fornecidos 5 pares de valores, na tabela abaixo, correspondentes as variaveis X e Y. A
estimativa da reta de regressdo entre X e Y, é obtida utilizando as expressoes de a e b acima e usando
os resultados obtidos natabela 2.1.

Tabela2.1- Valoresparaestimar alinha deregressao

X Y X2 XY
1| 3 1 3
2 3 4 6
4 7 16 28
5 6 25 30
g8 | 12 64 96
20 31 110 163

X =20/5=4;

Y=31/5=6,2

b = (5.163 - 20.31) / (5.110 - 400) = 1,30
a=Y-bXx=620-1304=1
Entdo alinhaestimadaserd Y=1.3X +1

Esta reta € o “melhor” gjustamento para estes dados e seria diferente para cada amostra das
variaveis X e Y, retiradas desta mesma populagéo. Esta reta pode ser considerada uma estimativa da
verdadeira linha de regresséo onde 1,3 seria uma estimativa do valor 3 (parametro angular) e 1 uma
estimativa do valor a (pardmetro linear), que sdo os verdadeiros coeficientes de regresséo.

2.2. ESTIMATIVA DA VARIANCIA DO TERMO ERRO

O termo erro, U, € uma variavel aeatdria, supostamente com meédia zero e variancia constante.
Ent&o, intuitivamente parece plausivel usar os residuos da reta de regresséo pelos método dos minimos
quadrados para se estimar a variancia > dos termos “erro”. A variancia amostral desses residuos é
igua a

, onde E =Y E/n . Observe-se entretanto que;

_._ T(E-E’
n

YE=Y(Y-a-bX)=XY-na-byX =0, pelaprimeiraequacéo normal (i).

Portanto, 5*pode ser escrito como: F°= TE?/n.
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Mas 52, neste caso, € um estimador tendencioso. Pode-se obter um estimador ndo
tendencioso, multiplicando 52 por n/ (n - 2). O novo estimador, n&o tendencioso, sera representado S
e suaraiz quadrada:

/ZE /Z(Y Y) Z(Y a- bX)
n-2 n-2

€ denominada de “erro-padr&o da estimativa’ ou “ erro-padrao amostral daregressao”.

Obs.: A utilizagdo de “n - 2" € conseguiéncia do fato de que se deve estimar dois pardmetros, o
e [3, antes de obter os residuos E, Como resultado, ha somente “n - 2" graus de liberdade associados a
quantidade Y g2.

A expressdo acima, para o caculo do erro amostral da regresséo, apresenta o inconveniente de
exigir o calculo de cada valor previsto de Y, através da linha de regressdo, tornando sua obtencéo
muito trabalhosa. Existe, entretanto, uma aternativa para se obter este valor (erro padréo da
estimativa) sem a necessidade de calcular todos os valores previstos.

Observe-se que:
YE? = 3(Y - ¥)? (Y —a-bX)’ = Try-Y+b(X-bx) = T(Y-Y)© — 2bT(X-X)(Y-Y) +
S p2(X-X)"

Fazendo:
Z(X—f)2 =¥ X?%- (z:]()Z = Sxx

_ v P
Z(Y—Y)2 =Yy2- (Zn ) =Svy

= S XY
SX-X)Y -V) =zxY -2l =g,
Lembrando que:
S X1y - ZXi2Yi

b= NZXiYi _ZX‘ZZY‘ = I, segueque b= Sxy/Sxx eque Sxy =bSxx

Ny X? = (X X)) 5 52— (ZX)

X =
Entdo vem:

SE? = S(Y-a-bX)? = Syy - 20°Sxx + b?Sxx = Sy - b’Sxx.
Assim:

@- XE _ Y (Y-a-bX)® _ Syy ~b?Sxx _ Syy ~bSxy
n-2 n-2 n-2 n-2

Pode-se verificar que S? definido desta maneira é um estimador ndo-tendencioso de o2, isto &,
E(SY) = 6°
O erro padrdo da regresséo sera dado, entédo, por:
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; =JSYY-b28xx =\/SYY‘bSXY
n-2 n-2

Exemplo:

Considerando as varidveis X e Y acima e a linha de regressdo anterior determinar uma
estimativa do erro padréo da regresséo.

Os calculos necessarios estao natabela 2.2.

Tabela 2.2 — Deter minagéo do erro padrao da regressao

X Y Y. E=Y - E?
Yec
13 2,3 07 0,49
2 3 3,6 0,6 0,36
4 7 6,2 08 0,64
5 6 7.5 15 2,25
g8 | 12 11,40 06 0,36
20 31 31 0 4,10

O erro padréo da regressdo ser entdo:

|TE? _ |Z(Y-a-bX)® _ [410 _ 3
_/ _]/ = = 13667 = 1,17
S n-2 n-2 5-3 . '

Este mesmo célculo podera ser efetuado pela expressdo definida acima, sem a necessidade de
se obter os valores estimados.

Tabela 2.3 — Deter minacgéo do erro padrao da regressao

X Y NG Y2 XY
1 | 3 1 9 3
2 3 4 9 6
4 |7 16 49 28
5 6 25 36 30
g | 12 64 144 96
20 31 110 247 163
Neste caso, tem-se:
2
Syx =Y X2- (Z:) =110-20%5=30
2
Syy=Xvy2- (z :) = 247 - 31%/5 = 54,80
XY
Syy=IXY-222Y 163 (2031)/5 = 39

n
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Ovalor de“b” ser&
b = Sxv/Sxx =39/30=1,30
Portanto o erro padréo da regressao seré&:

2
SYY b Sxx Syy-— bey 5480 1339__J4JO _ _ _
= = {13667 =1,1 =117
3 Nl ,1690 =1,

2.3. DISTRIBUICOES DASESTIMATIVAS

Observando-se as expressoes dos estimadores “a’ e “b” da reta estimada, pode-se notar que
ambos dependem de Y que € uma variavel aeatdria com distribuicdo supostamente normal de média
f(X) e desvio padréo o2 Como os estimadores “a’ e “b” sdo funcdes lineares de uma variavel aeatéria
normal, também serdo varidveis aleatorias com distribuicdo normal. O que precisa ser determinado,
entdo, é amédia e a variancia de cada um deles. Antes disso vai-se determinar uma estimativa de o® a
varianciadavariavel Y, que no modelo é suposta a mesma para cada valor de X (homocedasticidade).

2.3.1. DISTRIBUICAO DO ESTIMADOR “B”

Tem-se que:
b= Sxy / Sex = E(X=X)Y-Y) _ ZY(X=-X)-FY(X-X) Mas ¥(X - X) = 0, logo:
Sxx Sxx
b: ZY(X_X)
Sxx

MasY =a + 3X + U, entdo:

p= LYX-X) _ S@+BX+U(X -X) _ ax(X-X) | BEX(X-X) | YUX-X)
Sxx Sxx Sxx Sxx Sxx

ComO Sxx = T(x-X)° = L(X = X)X =X) = EX(X=X) =XZ(X =X) = £X(X~X), Pois % (X - X)

TU(X - X)

Vem:b=p+
Sxx

Logo aexpectanciade “b” ser&

Eb) = E(B) + E(ZYX =Xy = g(B) + ZX =X E). Mas E(U) = 0, por hipétese.
Sxx Sxx

Ent&o:

E(b) = E(B) = B, umavez que a média de uma constante é a propria constante.
Isto, também, mostraque “b” é um estimador ndo-tendencioso de 3.

Paraavariancia, tem-se:

V() = V(B + EUXK)) 2y (UK 2 BOCK) )
Sxx Sxx (Sxx)°
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Tendo em vista que por hipétese do modelo V(U) = ¢ e que (X _i)z = Sxx, Segue:

2
V()= $X:9° = % portanto, adistribuicio da estatistica“b’ 6 N(B,—2_).
(Sxx)®  Sxx Sxx

2.3.2. DISTRIBUICAO DO ESTIMADOR “A”
Quanto a distribuicdo da variavel aleatéria“a’, tem-se:
a= Y-bX.MasY =XY /n, entdo:

a= Z_Y_bX:—Z(a-FBX*—U)—bX:Z_G BZX ZU
n n n n

-bX =a+BX + == Y _px
n

Assim:

z E(U)

E(a) = E(a) + E(BX) + E(—) E(bX) =a +BX + -BX, poisE(b) =B

Entdo E(a) = a, poisE(U) = 0. Véseque“a’ é um estimador ndo-tendencioso de a.
Quanto avariancia, tem-se:

2
V(@) = V(o) + V(BX) + V( )+ V(pX) =0+ 0+ —ZV(U)+X V() = —ZGZ+X see
XX
52
G_2+_G X = 0-2(14-)(_)_
N Sxx N Sxx

=2
Portanto adistribuicio de“a” é N(a, 0‘/i+sx_)
XX

2.4. DECOMPOSICAO DA SOMA DOS QUADRADOS

<K

/}\?-V

Y

X X
Figura 2.3 — Desvios na regr essao

2.4.1. DECOMPOSICAO DOSDESVIOS

Pelo figura 2.3, pode-se perceber que o desvio em relagdo a Y (desvio total), isto &, Y - Y pode
ser decomposto em dois outros desvios:
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« O desvio explicado pelalinhade regressio, isto €, ¥ - Y e
« O desvio ndo-explicado (residuos) pelalinha de regressio, isto €, Y - Y.

E f&cil perceber que a variagdo total, (Y - Y), é asomada variagio explicada, (Y - Y), ea
nao-explicada, >.(Y -Y), pois:

Y-Y=Y-Y+Y-Y,entdo:
Aplicando somatério a ambos os membros vem:
Y -Y)=Z(Y-Y)+X(Y - Y)

Pode-se verificar também que a propriedade aditiva dos desvios é extensiva a soma dos
gquadrados desses desvios, ou sga

(Y- Y =X(Y V)P E(Y - V)

Defato:

SIY - YR =Y -Y+Y - Y=Y -Y) + (Y - V)PP =Y -Y)? + (Y - Y)?-
22(Y -Y)(Y -Y)

Mas

Y -Y)Y -Y)=2(Y -Y)(@+bX-a-bX)=bIX(Y -Y)-bXZX(Y -Y)

Pelas condic¢bes do método dos minimos quadrados, tem-se:

Y(Y - Y)=0eXX(Y -Y) =0, emconsegiiéncia

(Y -Y)(Y - Y) =0, logo, segue que:

(Y- Y =X(Y Y)Y - V)R
isto &, que a soma dos quadrados dos desvios cal culados em torno damédiade Y (variagcdo total = VT)
€ igua a soma dos quadrados dos desvios em torno da linha de regressdo (variagéo residua = VR)

mai s a soma dos quadrados dos desvios da linha de regressdo em torno da média (variagéo explicada =
VE).

2.4.2. CALCULO DASVARIACOES
(a) Variacdo Total: VT ou s%
VT =3(Y- Y)?=Syy, onde Syy = XY2- (ZY)?/n
(b) Variagéo Explicada: VE ou s%

VE=3(Y - Y)’=X(@+bX - Y)’=3(Y -bX +bX - Y)?= J[(b(X - X)]*=b*2(X - X)?*=

Logo:

2
VE = bZSxx ouVE = (?J Sxx = bSxy

XX
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(c) Variagdo Residual: VR ou s?,

De acordo com a propriedade aditiva das variacdes, pode-se calcular VR por diferenca. Assim:
VR=3(Y -Y)?> =VT-VEouVR = Syy - bSxy

2.5.INTERVALOS DE CONFIANCA

Da mesma forma que foram obtidos intervalos de confianca para a média, varidncia e
proporcdo de uma populacéo, pode-se determinar os intervalos de confianca para os parametros da
regressdo. Ou sgja, pode-se determinar um intervalo de confianca para o coeficiente linear (), um
intervalo de confianga para o parametro angular () e pode-se ainda determinar um intervalo de
confianca para um valor previsto de Y, dado X. Este intervalo pode ser para o valor médio de Y para
um dado X, isto &, E(Y/X) ou, entdo, para um valor individual de Y, isto & Y. A estimativa pontual
para os dois ultimos casos € a mesma. O que vai mudar € o intervalo de confianca correspondente. Isto
se deve ao fato de que o modelo desenvolvido é associado principalmente a média do grupo do que a
umainformacao individual.

2.5.1. INTERVALO PARA O COEFICIENTE LINEAR ()

=2
Considerando que a distribuicdo do coeficiente linear € dado por N(a, o %+SX—). Entéo,
XX

fixada uma confiangade 1 - a, o intervalo ser&

—2 —2
Pa-th2S, | +X_ ca<a+tS/t+X )=1-q
N Sxx N Sxx

com tp» sendo um valor da distribuicdo “t” com “n - 27 graus de liberdade e S uma estimativa
deo.

2.5.2. INTERVALO PARA O COEFICIENTE ANGULAR (B)

o

Considerando que a distribuicdo do coeficiente angular € dado por N(b, ). Entdo, fixada
v Sxx
umaconfiancade 1 - a, o intervalo ser&
S S
P(b - th-2. <B<b+tho. )=1-0a
" Sxx " VY Sxx

com tp» sendo um valor da distribuicdo “t” com “n - 27 graus de liberdade e S uma estimativa
deo.

2.5.3. INTERVALO PARA PREVISOES

(a) Intervalo para o valor médio de v

Tem-se que Y = a+ bX é um estimador de E(Y/X) ou f(X). Para construir um intervalo de
confianca para este valor € necessario conhecer a sua distribuicéo. 1sto €, deve-se conhecer amédiae a
varianciade Y .
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E(Y) = E(a+ bX) = E(@) + E(bX) = a + BE(X) = a + BX =f(X) = E(Y/X), pois, neste caso, X
€ constante paracadavalor de Y.

Tem-se. Y =a+bX, masa= Y - bX, entdo:
Y =Y-bX +bX =Y +b(X - X).A varidnciade Y, ser&

V(Y) = VIY-b(X -X)] = V(Y) + V[BX -X)] = V(ED + (X -X)* V(B) = 53wy +

_ 2 2 _ 2 vy
(X-X)2 9 = 0" (x-X)? 9 =g 1, (X=X |
Sxx n Sxx n Sxx

Portanto:

— 2
¥ tem distribuicio N(a + X, o+ + X0y
n Sxx

Conhecida adistribuicdo de Y, entdo o intervalo de confiancade “1 - a“ de probabilidade para
f(X) ou E(Y/X) ser&

— 2 — 2
P(Y - the Sy =+ B ) < E(YM) < ¥+t 82+ 2% ) = 1 - 1, onde t2 é 0 valor da
n SxX n Sxx

distribuicdo t com “n - 2" graus de liberdade.
(b) Intervalo para um valor individual (v)

Uma estimativa do valor individual de Y é dado pela reta de regressdo Y = a + bX, para um
dado X e o desvio de previsdo seradado por Y - Y, cujas propriedades sio:

Paraamédia:
E(Y - Y)=EY)-E(Y)=fX)-f(X)=0
Paraavariancia, tem-se:

V(Y - \?):V(Y)+v(?):02+02[1+(x—X) ] :02[1+1+(X—X) }
N Sxx N Sxx

Entao:

—2
Y - Y tem distribuicdo N(O, o\/m)
n Sxx

Conhecida a distribuicdo de Y; - Y, entdo o intervalo de confiancade “1 - a“ de probabilidade
paraum valor individual de 'Y (Y;) paraum dado X, ser&

—=.2 =2
Y - tho. S.W/1+E +M); Y + tho S.W/1+1+M, onde t,., € o valor da distribuicéo t
n Sxx n Sxx

com “n - 2" graus de liberdade.
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2.6. TESTES DE HIPOTESES

Conhecidas as distribuic¢des dos estimadores dos coeficientes angular e linear, pode-se readlizar
um teste de hipoteses.

2.6.1. TESTE PARA A EXISTENCIA DA REGRESSAO

Testar a existéncia da regressdo € testar se o parametro 3 é diferente de zero. Desta forma o que
se quer testar &

Ho: B = 0 contra as alternativas.
Hi B #£0;

B>0o0u

B<0

Fixado um nivel de significancia a a variavel teste seraa“t” de Student com “n - 2" graus de
liberdade, pois sabe-se que:

b tem distribuicdo Normal com média 3 e desvio padréo 9% ou sga,
Sxx

Z = % tem distribuicdo normal padr&o. Porém como ¢ ndo € conhecido € necessario

VSxx

estimé-lo através de S. Entao:
b-pB

tho= ot

S

Sxx

2.6.2. TESTE PARA O COEFICIENTE LINEAR

Testar o coeficiente linear daregressdo “a“ étestar o valor inicial daregressdo, isto €, étestar o
valor deY quando X = 0. As hipéteses séo:

Ho: a = 0 contra as alternativas:
Hi:a #0;
a>0ou
a<o0
Fixado um nivel de significancia a variavel teste serd a “t” de Student com “n - 2" graus de
liberdade, pois sabe-se que o estimador “a’, tem uma distribuicao:

—2
N(a, 02X +X29). Entéo:
N Sxx
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a—a

—2
o E+X7
N Sxx

estimé-lo através de S. Entdo: t,, =

tem distribuic&o normal padr&o. Porém como o néo € conhecido é necessario

—2
S £+X7
N Sxx

2.7. COEFICIENTE DE DETERMINACAO OU DE EXPLICACAO

Além dos testes de hipdteses e dos intervalos de confianga, outro indicador que fornece
elementos para a andlise do modelo adotado é o coeficiente de determinacdo ou de explicacéo,
definido por:

RZ=VE/VT = 25x
Svy

O coeficiente de determinacdo indica quantos por cento a variacdo explicada pela regressao
representa sobre a variago total. Deve-se ter:

0<R’<1

Se R? for igua a 1, isto significa que todos os pontos observados se situam “exatamente” sobre
a reta de regressdo. Tendo-se, neste caso, um gjuste perfeito. As variacbes da variavel Y sdo 100%
explicadas pelas variagbes da variavel X, ndo ocorrendo desvios em torno da fungéo estimada.

Por outro lado, se R? = 0, isto quer dizer que as variagdes de Y s30 exclusivamente aleatdrias e
explicadas pelas variagGes de outros fatores que néo X.
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3. EXERCICIOS

(01) Para cada uma das situacdes abaixo, diga 0 que € mais adequado: a andlise de regressdo ou a
analise de correlacdo. Por qué?

(01.1) Uma equipe de pesquisadores desgja determinar se o rendimento na Universidade sugere
éxito na profissdo escolhida.

(01.2) Desgja-se estimar 0 nimero de quildmetros que um pneu radial pode rodar antes de ser
substituido.

(01.3) Desgja-se prever quanto tempo sera necess&rio para executar uma determinada tarefa por
uma pessoa, com base no tempo de treinamento.

(01.4) Desgla-se verificar se o tempo de treinamento é importante para avaliar o desempenho na
execucao de uma dada tarefa.

(01.5) Um gerente deseja estimar as vendas semanais com base nas vendas das segundas e tercas-
feiras.

(02) Suponha que uma cadeia de supermercados tenha financiado um estudos dos gastos com
mercadorias para familias de 4 pessoas. O estudo se limitou a familias com renda liquida entre 8 e 20
sal&rios minimos. Obteve-se a seguinte equacao:
Y =-1,20 + 0,40X, onde Y = despesa mensal estimada com mercadorias e X = renda liquida
mensal.
(02.1) Estimar a despesa de uma familia com renda mensal liquida de 15 s.m.

(02.2) Um dois diretores da empresa ficou intrigado com o fato de que a equagdo sugerir que uma
familia com renda de 3 s.m. liquidos mensais néo gaste nada em mercadorias. Qual a explicacdo?

(02.3) Explique por que a equacao acima ndo poderia ser utilizada para estimar
(a) As despesas com mercadorias de familias de 5 pessoas.
(b) As despesas com mercadorias de familias com renda de 20 a 40 s.m. liquidos mensais.
(03) Utilize os valores abaixo para estimar as equagdes de regressao:
(03.1) XX =200, XY =300, ¥XY =6200, ¥X?=3600en =20
(032) XX =72, XY =37, XY =3100, ¥X*=620en= 36
(04) Para cada uma das situagOes abaixo, grafe os valores em um diagrama e se uma equagédo linear
parecer apropriada para explicar os dados, determine os seus parametros.
(04.2)

Tamanho dopedido(X)| 25 20 40 45 22 63 70 60 55 50 30
Custo Total (Y) | 2000 3500 1000 800 3000 1300 1500 1100 950 900 1600

(04.2)
Vendasemmil (X) | 201 225 305 380 560 600 685 735 510 725 450 370 150

Lucro em mil (Y) | 17 20 21 23 25 24 27 27 22 30 21 19 15
(05) Suponha que uma populagdo se constitua dos seis pontos seguintes:
(1, 2), (4,6), (2,9, (2,3), (3,5 e(5, 10
(05.1) Grafe os pontos em um diagrama de dispersao.
(05.2) Determine aequagao deregressao: Y =a + X + u.
(05.3) Ostermos-erro verificam a condicéo E(u) = 0?
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(05.4) Selecione uma amostra de tamanho n = 4, da populagdo acima e estime a equacdo de
regressao determinada no item 5.2. Grafe o resultado no mesmo diagrama construido em 5.1.

(06) Verifique que aretade regressdo Y = a+ bX, sempre passapelo ponto (X, Y).
(07) Os dados abaixo forma colhidos de cinco fabricas diferentes de uma determinada industria:
Custototal (Y) |80 44 51 70 61
Produgdgo(X) |12 4 6 11 8
(07.1) Estime umafuncéo linear daforma Y =a+ bX parao custo total dessaindustria.

(07.2) Qual o significado econdmico das estimativas“a’ e “b”?

(07.3) Teste a hipétese de que o custo fixo da producéo do artigo em questéo sgjaigua a5, contra
adternativa de diferente do que 5, utilizando uma significancia de 5%.

(08) Em uma amostra aleatéria de 1990, 50 homens americanos entre 35 e 54 anos de idade acusaram
a seguinte relacdo entre renda anual Y (em dolares) e a escolaridade X (em anos). Y = 1200 + 800X.
A renda médiafoi de 10000 délares e a escol aridade média foi de 11,0 anos. Sabendo, ainda, que XX
= 9000 e que o desvio padrdo residual em relacéo areta gjustada foi de 7300 ddlares, determine:

(08.1) A renda de uma pessoa que tenha completado 2 anos de educacéo secundéria (x = 10 anos).

(08.2) O intervalo de 95% de confianca para o coeficiente angular populacional..

(08.3) Se arenda para a escolaridade é estatisticamente discernivel ao nivel de 5%.

(08.4) Se é vdlidaaafirmacéo que cada ano de escolaridade custa 800 dolares?
(09) Uma pesquisa foi realizada com o objetivo de determinar os efeitos da falta de sono sobre a
capacidade de as pessoas resol verem problemas simples. Foram testadas 10 pessoas, mantendo-se cada
grupo de 2 pessoas sem dormir por um determinado nimero de horas. Apés cada um destes periodos,
cada pessoa teve de resolver um teste com adi¢des simples, anotando-se entdo os erros cometidos. Os
dados resultantes estdo na tabel a abaixo:

Numero de erros (Y) | 6,8 6,10 8,14 12,14 12,16
Numero de horas sem dormir (X) | 8 12 16 20 24

(9.1) Determine a estimativa da linha de regresséo do nimero de erros em fung¢éo do nimero de
horas sem dormir.

(9.2) Determine a dispersao dos termos erro em torno da linha de regresséo.

(10) Determine um intervalo de 95% de confianca para o coeficiente angular da reta do exercicio
acima. Interprete o interval o obtido.

(11) Redlizou-se uma pesquisa de mercado com o objetivo de estudar a relagdo entre o tempo
necessario para um consumidor tomar uma decisao (sobre o que comprar) e o nimero de embalagens
aternativas do mesmo produto apresentadas a esse consumidor. Eliminaram-se as marcas das
embalagens, afim de reduzir o efeito da preferéncia por uma ou outra marca. Os consumidores fizeram
suas escolhas somente com base na descri¢ao do produto, anotada nas embal agens pel os fabricantes. O
tempo necess&rio, Y, para que cada um tomasse sua decisdo foi anotado para 15 participantes,
resultando nos seguintes dados:

Tempo paradecisdo, Y (em segundos) | 578,89 7,8,9,910 9 10,10,11,12
NUmero de alternativas (X) | 2 3 4

(11.1) Determine areta dos minimos quadrados de Y em funcéo de X.
(11.2) Determine o erro padréo da estimativa, ou sgja, 0 desvio padréo amostral da regresséo.
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(11.3) Ha evidéncia suficiente nestes dados de que o tempo de deciséo se relaciona linearmente ao
numero de alternativas oferecidas a esses consumidores?

(12) Na fabricacdo de um antibidtico, a producéo depende do tempo. Os dados indicados na tabela,
mostram que um processo resultou na seguinte producdo (em quilogramas) de antibi6ticos por periodo
de tempo (dias) indicados:

Tempo (X = dias) ! 2 3 4 5 6
Producéo (Y = emKkg.) | 23 31 40 46 52 63
(12.1) Por varias razdes é conveniente esquematizar a producdo em ciclos de 4 dias. Estime o

valor médio da producdo final de antibiotico produzido em um periodo de 4 dias. Considere um
intervalo de 95% de confianca.

(12.2) Suponha gque o processo de produgéo, no futuro, se desenvolverd em 4 dias. Determine um
intervalo de previsdo de 95% para a producéo. Compare com o intervalo para a producdo média de
um periodo de 4 dias que foi obtido em (12.1).

(13) Mediu-se a altura de uma amostra de 5 meninos (em polegadas) na idade de 4 anos e novamente
naidade de 18 anos. Os resultados obtidos est&o abaixo:

Naidade de 4 anos | 40 43 40 40 42
Naidade de 18 anos | 68 74 70 68 70
(13.1) Determine o coeficiente de correlacéo entre as duas categorias de aturas.

(13.2) Teste a hipdtese de que existe uma relagdo linear entre a atura aos 4 anos de idade e a
altura aos 18 anos de idade.

(13.3) Sefosse feito o gréfico de toda a populacéo de alturas, calculando-se a correspondente reta
dos minimos quadrados, qual seria 0 seu coeficiente angular? Responda com um intervalo
suficientemente amplo que permita uma aposta de 95%.

(13.4) Repita o item 13.3 sO que para o coeficiente linear.

(14) A equacdo de regressao estimada abaixo resume um estudo da relagdo entre o uso do fumo e a
incidéncia de cancer pulmonar, relacionando o nimero X de anos que uma pessoa fumou com a
percentagem Y de incidéncia de cancer pulmonar em cada grupo.

Y =-2+170X e r = 0,60.
(14.1) Explique o significado das estimativas “-2” e “ 1,70” na equagdo de regressao.
(14.2) Qual ataxade incidéncia de cancer pulmonar para as pessoas gue fumam ha 20 anos?

(14.3) Se “r” fosse igual a “um” seria possivel concluir que o fumo € a Unica causa de cancer
pulmonar?

(14.4) Suponha-se que a equacdo estimada tenha sido obtida de uma amostra aleatéria de 50
fumantes. Teste a hip6tese de que o coeficiente de correlacdo segjaigual a zero a uma significancia
de 1%.

(15) Explique se concorda ou ndo com as seguintes afirmativas:

(15.1) Um coeficiente de correlacdo de +1,0 entre duas varidveis X e Y indicaque X causaY, mas
um coeficiente de correlagdo de -1,0 significaque X ndo causa Y.

(15.2) Se o coeficiente de regressao € zero, o coeficiente de correlacdo é também zero.
(15.3) Se o coeficiente angular € 1 (um), isto significa que existe perfeitacorrelacdo entre X e Y.

(15.4) E possivel que o coeficiente de correlago amostral seja positivo, quando ndo existe, de
fato, nenhuma correlagéo entre asvaridveis X e Y.
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(15.5) N&o se pode utilizar a técnica da regressdo pelo método dos minimos quadrados quando a
relacdo bésicaentre X e'Y ndo for linear.

(16) Um estudo de duas safras forneceu as seguintes informacoes:
SafraA: Y =200+ 0,8X, r=0,70 eS=30 SafraB: Y =50+ 1,20X, r=0,9 e S= 20, onde
Y éaproducdo por alqueire e X € a quantidade de chuva (em polegadas) no periodo da safra.

(16.1) Se ndo houvesse chuva, estas duas equacdes poderiam ser usadas para predizer a quantidade
produzida nas duas safras? Por qué?

(16.2) Qual das duas safras tiramais proveito do aumento das chuvas? Por qué?
(16.3) Para qual das duas safras é possivel predizer a produgdo com melhor aproximagdo? Por
qué?

(17) Os dados abaixo foram obtidos de cinco fabricas diferentes de uma determinada industria.

Custototal (Y =emmilhdes) | 80 44 51 70 61
Producdo (X =toneladas) |12 4 6 11 8
(17.1) Determine um interval o de confianca de 90% para o custo fixo dessa industria.
(17.2) Determine um interval o de confianca de 95% para o custo marginal dessa industria.

(17.3) Faca uma previsdo, atraves de um intervalo, para o custo total médio dessa industria, para
uma produgéo de 15t, utilizando uma confianga de 95%.

(17.4) Faca uma previsdo, através de um intervalo, para o custo total dessa indUstria, para uma
producdo de 15t, utilizando uma confianca de 95%.

(17.5) é possivel afirmar, com uma significancia de 1%, que o custo total dessa industria esta
linearmente relacionado ao nivel de produgdo?

(17.6) Testar se o custo fixo pode ser considerado menor do gue 30.
(17.7) Testar se o custo marginal pode ser considerado menor do que 5.

(18) Qual é o tamanho minimo da amostra necessaria para que se possa concluir gue um coeficiente de
correlacdo de 0,32 difere significativamente de zero ao nivel de 0,05?

(19) Um coeficiente de correlacéo, baseado em uma amostra de tamanho n = 18, foi calculado como
sendo 0,32. Pode-se concluir aos niveis de significancia (19.1) 0,05 e (19.2) 0,01, que o coeficiente de
correlacdo, correspondente na populacéo é diferente de zero?

(20) Se o coeficiente de correlagdo entre X e Y € 0,80, que percentagem da variagdo total permanece
ndo-explicada pela equagéo de regressao?
(21) Examine os cinco pares de pontos dados na tabela
X | 2 0 1 2
Y | 4 1 0 1 4
(21.1) Qual é arelacdo mateméticaentre X e Y?
(21.2) Determine o valor der.
(21.3) Mostre que calculando-se alinha deregressdo de Y em relagcdo a X tem-seb = 0.
(21.4) Por que, aparentemente, ndo existe relacdo entre X e Y como estdo indicando b e r?

(22) Os dados abaixo representam o numero de rendas pessoais tributévels e o registro de automoveis
de passageiros, em uma determinada regido.

X = numero de rendas tributaveis (em milhares) | 192 80 162 246 310
Y = Numero de carros de passageiros (milhares) | 23 11 13 31 91
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(22.1) Verificar se existe correlacdo entre as duas variavels.

(22.2) Determine a equacdo de regressdo de Y em funcdo de X, caso o coeficiente de correlacéo
sgja significativamente diferente de zero.

(22.3) Faga uma previsdo do nimero de carros se 0 numero de contribuintes tributaveis for de 500
mil.
(22.4) Determine a equacao de regressao de X em funcdo de Y.
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4. RESPOSTAS

(01) (01.1) Correlacéo (01.2) Regresséo (01.3) Regresséo
(01.4) Correlagao (01.5) Regressao

(02) (02.1) 4,80 s.m.

(03)(03.1) Y =-5+2X  (03.2) Y =-35+5.X

(04) (04.1) Neste caso, com base no diagrama, uma linha reta ndo € adequada.
4000 - Custo total X Tamanho do Pedido

3500 - .
3000 - .
2500 -
2000 - .

1500 - * .

1000 | - - . T
BOO - m e
0

0 20 40 60 80

(04.2) Neste caso, uma linha € adegquada e sua equagdo esta sobre o gréafico abaixo.

Vendas X Lucro

35 -
0L y=00178x+14675 - -
25
20
15
10 o mmmmm e m e m oo
B .
0 : : : ‘ ‘ ; ; ‘
0 100 200 300 400 500 600 700 800
(05) (05.3)
Populagdo Amostra
X Y Yc | Erro X Y
1 2 162 0.38 4 6
4 6 | 715 -1.15 2 4
2 4 | 346 | 0.54 3 5
2 3 | 346 -0.46 5 1
3 | 5 531 -031 -
5 10 | 9.00 | 1.00
17 | 30 30.00 0.00
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(05.1), (05.2) e (05.4)

12
y =1.8462x - 0.2308
10 -

0 . 2 3 4 5 6 7

(06) Basta mostrar que o ponto (X, Y ) satisfaz a equacdo de regressdo Y = a+ bX. Se substituirmos
X por X naequacdo o resultado deverdser Y. Masa+bX =a+b.X =Y -bX +b.X = Y.
Umavezquea=Y -bX.

(07) (07.1) Y =4,2589 + 26,2770.X
(07.2) a= Custo fixo b = Custo marginal.

(07.3) s=0,37. O intervalo de confianga de 95% para o "custo fixo" & [3,09; 5,42] que contém o
valor "5". Portanto ndo se pode afirmar, a 5% de significancia que o custo fixo sgja diferente do
que 5 unidades.

(08) (08.1) Y =9200 (08.2) 800 + 270,02 (08.3) tag = 2,009 (tc = 5,952) (08.4) Néo

(09) (09.1) ¥ =3+ 0,48X (09.2) 2,24 (09.3) 17,25 + 4,36
(10) [0,19; 0,77]
(11) (11.1) Y =4,30 + 1,50X (r = 0,73) (11.2) S=1,24 (11.3) 13 = 3,83
(12) (12.1) [44,69; 47,99] (12.1) [42,14; 50,54]
(13) (13.1) r= 0,87 (13.2) ts = 3,00

(13.3) 1,50 + 1,59 (13.4) 8,50 + 65,26

(14) (14.1) “-2” seria a taxa de incidéncia de cancer pulmonar gue ndo esta relacionada ao habito de
fumar, ou de quem nunca fumou. “1,70” € a variagdo na taxa de cancer pulmonar para cada ano
gue a pessoa fumou.

(14.2) Y =-2+1,70.20 = 32.
(14.3) Néo, pois "r" indica associagdo na amostra e pode ser 0 mesmo na populacéo.
(14.4) t45 = 5,20 que é significativo a 1%.
(15) (15.1) Tanto um coeficiente de "+1" quanto um de "-1" indicam correlagcdo perfeita entre as
variaveis.
(15.2) Coeficiente de regressao igua a zero implica em correlacdo também zero.

(15.3) Néo necessariamente, pois neste caso "1" € o valor de inclinacdo da linha e ndo grau de
associagdo linear entre as duas variaveis.

(15.4) Sim é possivel.
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(15.5) A técnica dos minimos quadrados pode ser utilizado para ajustar varios tipos de equacao.
(16) (16.1) Neste caso, a interpretacéo deve ser mais cuidadosa, pois tanto o excesso de chuvas quanto
afaltavao distorcer os dados e estas equacdes podem néo ser mais validas.

(16.2) A safra B tira mais proveito, provavelmente por ser uma cultura que precisa de mais
chuvas.

(16.3) Para a safra B pois existe umamelhor aderéncia dos dados a equagéo.

(17) (17.1) 26,28 + 7,56 (17.2) 4,26 + 1,17 (17.3) [81,46; 98,86
(17.4) [78,45; 101,87]  (17.5) tz = 11,57 (17.6) t. = -1,159 e t; -2,353, Aceito Ho.
(17.7) ) t. = -2,010 e t; -2,353, Aceito Ho.

(18)n=36

(29) tc. = 1,35. Este valor ndo € significativo nem 5% e nem a 1%.

(20) p? = 64%, portanto nao-explicada seré 1 - p* = 36%

(21) (21.1)
y = x? - 5x-15 as
. . °
. E e
25 2 15 1 05 o 0s 1 15 2 25
(21.2)r=0
(21.3)
S A'ii y=2 S
3.5
2.5
* 1 *

25 2 -]‘.5 -‘1 05 ) 0 O‘.5 1 1‘5 2 2‘.5
(21.4) Porque a correlacdo mostra apenas o relacionamento linear e, neste caso, 0 relacionamento
€ do tipo pardbola (equacdo do segundo grau).

(22) (22.1) r = 0,8544
(22.2) Y =-30,4980 + 0,3247X
(22.3) Y =132 mil
(22.4) X =122,01 + 2,25.Y

Prof. Lori Viali - viali@mat.pucrsbr - http://www.mat.pucrs.br/~lori/ 29



SERIE: Estatistica Basica
Texto v: CORRELACAO E REGRESSAO

5. REFERENCIAS

[BUS86] BUSSAB, Wilton O, MORETTIN, Pedro A. Estatistica Basica. 3% ed. S3o Paulo, Atual,
1986.

[DOW89] DOWNING, Douglas, CLARK, Jeff. Satistics the Easy Way. Barron’s Educational Series,
Inc. New Y ork, 1989.

[FON76] FONSECA, Jairo Simon da, MARTINS, Gilberto de Andrade, TOLEDO, Geraldo Luciano.
Estatistica Aplicada. Sdo Paulo: Editora Atlas, 1976.

[FON8BO] FONSECA, Jairo Simon da, MARTINS, Gilberto de Andrade. Curso de Estatistica. S&o
Paulo: EditoraAtlas S. A., 1980.

[HOF80] HOFFMAN, Rodolfo. Estatistica para Economistas. Sdo Paulo. Livraria Pioneira Editora,
1980.

[KLE78] KLEIBAUM, David G., KUPPER, Lawrence L. Applied Regression Analysis and Other
Multivariable Methods. North Scituate, Massachusetts. Duxbury Press, 1978.

[MAR87] MARKLAND, Robert E., SWEIGART, James R. Quantitative Methods. Applications to
Managerial Decision Making. New Y ork: John Wiley & Sons, 1987. 827p.

[MAS90] MASON, Robert D., DOUGLAS, Lind A. Satistical Techniques in Business And
Economics. IRWIN, Boston, 1990.

[MEY78] MEYER, Paul L. Probabilidade: aplicagbes a Estatistica. Traducéo do Prof. Ruy C. B.
Lourenco Filho. Rio de Janeiro, Livros Técnicos e Cientificos EditoraS.A., 1978.

[MIL90] MILLER, Charles D., HEEREN, Vern E., HORNSBY Jr., E. John. Mathematical |deas.
USA: Harper Coallins Publishers, 1990.

[REA93] The Satistics Problem Solver. Research and Education Association, Piscataway, New
Jersey, 1993.

[ROT91] ROTHENBERG, Ronad I. Probability and Satistics. Hartcourt Brace Jovanovich,
Publishers, Orlando, Florida, 1991.

[SAL82] SALVATORE, Dominick. Estatistica e Econometria. Traducdo Newton Boer, revisdo
técnicaMarco Antonio S. de Vasconcel os. Sdo Paulo: McGraw-Hill do Brasil, 1982.

Prof. Lori Viali - viali@mat.pucrsbr - http://www.mat.pucrs.br/~lori/ 30



	CORRELAÇÃO
	INTRODUÇÃO
	PADRÕES DE ASSOCIAÇÃO
	INDICADORES DE ASSOCIAÇÃO
	O COEFICIENTE DE CORRELAÇÃO
	HIPÓTESES BÁSICAS
	DEFINIÇÃO
	DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DE R (QUANDO ( = 0)
	DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DE R (QUANDO ( ( 0)
	PROPRIEDADES DE R

	REGRESSÃO
	ESTIMATIVA DOS PARÂMETROS DE REGRESSÃO
	ESTIMATIVA DA VARIÂNCIA DO TERMO ERRO
	DISTRIBUIÇÕES DAS ESTIMATIVAS
	Distribuição do estimador “b”
	Distribuição do estimador “a”

	DECOMPOSIÇÃO DA SOMA DOS QUADRADOS
	Decomposição dos desvios
	Cálculo das variações

	INTERVALOS DE CONFIANÇA
	Intervalo para o coeficiente linear (()
	Intervalo para o coeficiente angular (()
	Intervalo para previsões
	(a) Intervalo para o valor médio de �
	(b) Intervalo para um valor individual (�)


	TESTES DE HIPÓTESES
	Teste para a existência da regressão
	Teste para o coeficiente linear

	COEFICIENTE DE DETERMINAÇÃO OU DE EXPLICAÇÃO

	EXERCÍCIOS
	RESPOSTAS
	REFERÊNCIAS

