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Resumo

Os modelos de Regressao Linear Multivariada apesar de serem pouco utilizados sao
muito uteis pois, dentre outras vantagens, permitem a construcao de modelos considerando
estruturas de correlacao entre medidas tomadas na mesma ou em distintas unidades amostrais.
Neste trabalho apresentamos os métodos de estimacao dos parametros, medidas para analise de
diagnostico, procedimentos de sele¢ao de varidveis e uma aplicagao dessa técnica de modelagem

em um conjunto de dados reais.



Abstract

Multivariate Linear Regression Models are not frequently used although they are very
useful. Working with this kind of model, it is possible to analyse correlated response vari-
ables jointly. In this dissertation, we dedicate initially to describe the inferencial methods in

Multivariate Linear Regression models.

Further, we describe some measures of diagnostics and methods of variable selection in

this model. Finally, some of the describe procedures are applied in a real data set.
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Capitulo 1

Introducao

As técnicas de Andlise de Regressao Linear tém sido amplamente utilizadas tanto na lite-
ratura como em problemas praticos. Restringem-se predominantemente a modelos em que a
variavel resposta é tnica e esta associada a um conjunto de variaveis preditoras, geralmente
nao aleatorias. Os livros de Anélise de Regressao discutem detalhadamente todos os passos do

ajuste e da posterior analise do modelo.

Muito menos, no entanto, tem sido apresentado quando se trata do ajuste de modelos
de Regressao Linear Multivariada. Nessa situacao, a variavel resposta é multivariada, ou seja,
é daformaY = (Y,...,Yp), sendo que as varidveis Y7, ..., Yp sdo medidas na mesma unidade
amostral e, como no caso univariado, associadas a P conjuntos de varidveis preditoras nao

aleatdrias.

Ao contrario da Regressao Univariada, a andlise de Regressao Multivariada é abordada
apenas em capitulos de livros de Analise Multivariada de dados e sua utilizagao é limitada. O

objetivo dessa dissertacao é o de estudar com detalhes a técnica de Regressao Multivariada.

Apresentamos no Capitulo 2 uma anélise dos procedimentos inferenciais relativos ao
ajuste do modelo, a estimacao de seus parametros e a construcao dos testes de hipdteses e

intervalos de confianga correspondentes.



No Capitulo 3 discutiremos medidas de diagnéstico associadas ao ajuste desse mode-
lo. Tal assunto, exaustivamente estudado no contexto de Regressao Univariada, ¢ pouco co-
nhecido em Regressao Multivariada. No Capitulo 4, estudaremos alguns processos de selegao de
variaveis independentes. Encerramos o trabalho no Capitulo 5 com uma aplicagao dos assuntos

abordados nos capitulos anteriores.



Capitulo 2

Modelos de Regressao Multivariada

Neste capitulo serao apresentadas as definigcoes do modelo de Regressao Multivariada e as

técnicas de estimacao dos parametros do modelo.

2.1 Definicao do Modelo

Vamos supor o caso em que dispomos de p varidveis respostas

Yi,...Y,.

A cada uma dessas p variaveis estd associado um grupo de variaveis explicativas, entao
para a variavel Y; temos associado o grupo de varidveis explicativas Xi1,..., Xjk,. Proce-
dendo dessa forma para as demais varidveis resposta, X,1,..., Xk, é o conjunto de varidveis

explicativas associadas a varidvel resposta Y.

Podemos definir, para cada uma das p regressoes, um modelo linear geral (Graybill,
1976):
Yj:X]’,@j—l—EJ’, jzl,,p

Tomada uma amostra de n observacgoes temos:



Y; - vetor n x 1 contendo os valores da j-ésima varidvel resposta para os n elementos da

amostra;
X; - matriz n x (K; + 1) de varidveis explicativas associada a j-ésima variavel resposta;
Bi = [Bojs - - -, Br;j] vetor de pardmetros (j=1,...,p).

Os elementos de 3; podem ser estimados separadamente. No entanto, devido a cor-

relacao entre as p variaveis resposta, a analise conjunta se torna mais adequada.

Iniciaremos a analise conjunta, definindo os vetores e a matriz que irao compor o modelo.

O vetor de variaveis resposta pode ser escrito da seguinte forma:

Y
Yl len
Y = = s
Yp Y1
[ Yoo |
onde Yj; é o k-ésimo valor da j-ésima varidvel resposta j =1,...,pek=1,...,n.
A matriz de variaveis explicativas é dada por
(X, 0 ... ... ... 0]
0 Xo ... ... ... O
0 0 X3 ... ... O
X =
| 0 0 0 X, |
em que Xj,...,X, sao as matrizes de planejamento associadas a cada uma das p

P
regressoes. A dimensdo da matriz X é np x (p+ > K;).
i=1

1=



O vetor de parametros pode ser escrito da seguinte forma:

B1 Bjo
B=1 : com B; = : j=1,...
ﬁp 5]](]
e o vetor de erros:
€1 €41
€= : com €5 = : j=1...
€p Ejn

Por fim, a matriz de variancia e covariancia do vetor de erros é:

Var(eq) cee oo Cov(eq,ep)

Var(eg) ... ... Cov(ea, €p)

Var(e) =

Var(ep)

= Q(npxnp)'

Dessa forma, o modelo conjunto em notagao matricial é dada por

Y=X3+e.

(2.1)



2.2 Meétodo de Estimacao dos Parametros

Nesta secao vamos abordar a estimagao do vetor 3 pelo método de minimos quadrados.

2.2.1 Estimador de Minimos Quadrados de 3
Se €2 é conhecido, o estimador de minimos quadrados de 3 é:
B=(XQ'X)'X'Q'Y. (2.2)
Este estimador tem as seguintes propriedades:

(i) B é o melhor estimador linear nao viesado de 3 se E(g) = 0 e Var(e) = Q;

(ii) B ¢é nao viesado uniformemente de variancia minima de 8 se € ~ N,,,(0,€2), além disso 3

¢é o estimador de maxima verossimilhanca de 3.
O modelo de Regressao Multivariada descrito é bastante geral pois pode admitir:

(i) Correlagao entre medidas tomadas na mesma unidade amostral;

(ii) Correlagao entre medidas tomadas em unidades amostrais distintas.

2.2.2 Estimagaode B quando X; =Xy =---=X,=X"e(Q=X®I,

Seja A ® B o produto de Kroneker entre as matrizes A e B. Quando as variaveis explicativas

sdo as mesmas para as p regressoes, Var(e;) = O’?In Vi=1,...,peCov(ej &) = o0l, para



j#1l, j,l=1,2,... p, a matriz de planejamento é definida da seguinte maneira

X0 ... ... ... O
0o X* ... ... ... 0
o 0 X* ... ... 0
X = . . . ) ) . =1,® X"
0 0 0 X
e ) =X ® I, onde ) )
O'% 012 .-+« .. ... O
021 0'% R R )
M =
Op1 Op2 -+ oo ... 0']3
Observa-se que a dimensao de X* én x K + 1 pois K1 = Ky = ... = K, = K. Este

padrao de matriz de covariancia ocorre quando medidas tomadas em elementos amostrais dis-
tintos sao nao correlacionados e a covariancia entre duas variaveis resposta medidas no mesmo

elemento amostral é a mesma para todos os elementos.
Devido as propriedades do produto de Kroneker:

(A B)"'= A1 B,

(A B)(C® D)=AC® BD e

(AB) =A' ® B

temos o seguinte resultado.
Resultado:

A expressao 2.2 pode ser calculada como

A~

B=[I,®(X"X) XY,



Demonstragao:
B = (X0 'X)'X'Q'Y
= [(LeX)(EeL) (o X)) (,®X) (L)Y
= [(LeX)E' L)L, X)) (o X ) (2 'el,)Y
= (' X)L, X)) (2 e X")Y
EleX X2t XY
e X X)) HE e XY

A

B = [,®(X"X") XY,

Nesse caso, como 3 € independente de Y, podemos estimar 3 sendo ¥ conhecida ou nao.

Note que 3 coincide com o estimador de minimos quadrados usual. Além disso,

B = LoX'X)'X]Y
(X¥X*)1X¥ 0 . 0 Y,
0 (XY X)X 0 Y.
0 0 (X¥X*)71X* Y,
(X*’X*)—IX*’Yl Bl
(X*’X*)_lX*/Y2 6\2
B pu— . p— .
I (X*’X*)le*’Yp | ] ,Bp |

com ,[;j = (X*/X*)*lX*/Yj j=1,...,p.

Dessa forma, os estimadores de 3;, j = 1,...,p, determinados conjuntamente coincidem

com os que seriam obtidos separadamente para cada varidvel resposta Y;. Por esse motivo,

10



a situagao é denominada de “Regressoes Aparentemente nao Correlacionadas”, denominagao

introduzida por Zellner (1962).

2.3 Estimacao da Matriz de Variancia e Covariancia X

O caso mais comum no ajuste de modelos de Regressao Multivariada ocorre quando nao co-
nhecemos a matriz de variancia e covariancia . Nesta secao iremos descrever o método de
estimagao de ¥ apresentado em Johnson e Wichern (1998). Serd aqui utilizada a notagao

introduzida pelos autores, em que o modelo (2.1) é escrito alternativamente como

Yv(nXp) = XEknxK—&—l)ﬁ(KJrl)Xp + €(nxp) (23)
com
Yo . Vi
Y(nxp) = = [Y(l) ‘ ‘ Y(p)
Y1 N s
ﬁOl . /BOp
511 e 61])
ﬂ(K-H)Xp = : : = 6(1) | o ﬁ(p) ] .
Br1 - Bkp

A matriz de planejamento sera dada por:

e a matriz de erros é:

11



g(nxp) = - 5(1) ’ | €(p) ] .

A matriz Y pode ser escrita, alternativamente, como Y = [Yq, ... ,Yn]/ sendo que os ve-
tores Y; (j =1,2...n) correspondem as linhas de Y e s@o independentes, Yj/ ~ N,(B8'7;, %),

com z; sendo a j-ésima linha da matriz X™.

Nestas condigoes:

Y -XB)(Y-X"B) = (Y -8X)(Y -8X")

(Yi—Bn)
= [Yl—;@/xl Yn—ﬂ,mn :
(Yo—B'z,)

= > (Y- Ba)(Y; - By)

=1

n

> (Y- Blay) S (Y - Bay) ZtrY B2;) SN (Y — Bay)]

=1

pois (Y; — B8'z,;) 1 (Y; — B'x;) 6 uma matriz 1 x 1.
Por outro lado,

Ztr[(Yj—Hﬂ?j)'Yl(Yj—ﬁ'%)] = Ztr WYy = Bay)(Y;— Bay)]

= 1Y [S (Y B (Y - B)

= tr[27HY — X*B) (Y — X*B)]. (2.4)

sendo que as duas primeiras igualdades devem-se as propriedades:

12



o ir(AB) = tr(BA) sempre que AB e BA sao produtos possiveis;

o tr(3] Ai) = > tr(Ai);

i=1 =1

e finalmente, ao resultado

(V = X*B) (Y = X*B) = Y (Y — Ba;)(Y; — B'z;) jé demonstrado.

Jj=1

Mas,
(Y-XB)(Y-XB) = [Y-XB+XB-B)[Y-XB+X(8-0)
Y- X"8)(Y-X"B)+(B-B)X"X"(B8-8)
= e+ (B-B)X"X"(B-B) (2.5)

—~

onde & = (Y — X*83).

Entao de (2.4) e (2.5) podemos escrever a func¢do de verossimilhanca do modelo de

Regressao Linear Multivariada como:

2ol 1 1 for v :
16,5 = [gmmmmee] 30 - 625705 - %)}

j=1

_ ot exp{—ltr[E_l(Y—X*ﬁ)/(Y—X*ﬁ)]}

DEERAEE
1 1 / N R N
— Cmew{ g€t (B o)X X (5 )]
1 1 / o
LB.Y) = Crgpme {~0lo €8] - 3l (5 - p)s (8 - 4 X"}

Nestas condigoes,

s 1 1 s
L(/B, 2) = C|§:|—p/2 exp{ 5#]”[2 g 5]}

_ 1
em que C' = Gy

Como ¥ é simétrica e positiva definida entao, de acordo com Johnson e Wichern (1998,

pg. 180),
1 L smeal < (L P2 op ()2 1
— 5 exXp{ —=tr g€ — — exp 4 —=n
= PP 2 =\gg) \2 P\ 2"

13



logo

/

m,

N 1 —1 IR 1 np —1 ~ €
LB.%) = e { Fuls e | < ot e { Fron| = 26.55)

|&'¢lp/2 2 n
Dessa forma o méximo de L(B, ¥) seré obtido quando

/

é

m,

D=
n

portanto o estimador de maxima verossimilhanca de ¥ é dado por 3 = (€'¢)/n.

De acordo com Johnson e Wichern (1998), apés o ajuste do modelo de Regressao Multi-
variada, uma andlise de residuos usual para cada modelo univariado deve ser feita. Adicional-
mente, a normalidade do vetor de residuos [€;1,€j0,...€,,] J = 1,2,...,n deve ser avaliada

através de técnicas de verificagao de normalidade multivariada descritas na Secao 4.6 do referido

texto.

2.4 Teste de Hipdteses para os Parametros do Modelo

de Regressao Multivariada

Nesta secao apresentaremos o teste da razao de verossimilhancas para hipdteses relativas ao

vetor de parametros (3.

Utilizando novamente o modelo especificado em (2.3) quando X; = Xy = ... = X, = X*
e:
}/11 . }/Ip
Yoor = | =y Y
Yo . Yo

14



| ﬁOl s ﬁOp ]
B ... B
5(K+1)Xp = :11 1 = 5(1) | 5(10)
i Br1 - Brp |

A matriz de planejamento serd dada por:

X1o Xik
* —
nx(K+1) —
XnO XnK
e a matriz de erros é:
€11 .- E1p
E(nxp) = : : = € ‘ R ‘ E(p) ] .
€nl .-+ Enp

Podemos particionar a matriz de parametros da seguinte maneira:

sendo que a dimensao de By é (¢+1) x p e a de f) é (K —q) X p.

De maneira analoga, a matriz X* é particionada como

X =[x | Xp |
de modo que dimensao de X}y é n x (¢+1) e ade Xp, énx (K —q).

Dessa forma, podemos escrever o modelo geral como:

15



Vamos testar a hipétese: Hy : B2y = 0 e sob Hy, temos o modelo Y = Xfl)ﬁ(l) + €.

A estatistica do teste da Razao de Verossimilhangas, A, pode ser expressa em termos

QM:(\Q>2
) X

Se a matriz de planejamento X* for de posto completo (K +1), e (K+1)+p < n e ainda,

das chamadas variancias generalizadas:

LB, S .
A:%%(%»)_LM

1)
max L(3,X)  L(G,

se os erros forem normalmente distribuidos, sob Hy, ny possui distribuicao de Wishart com
(n— K —1) graus de liberdade. Nas mesmas condigoes, n(f](l) —32) também possui distribuicio
de Wishart mas com K — ¢ graus de liberdade. A matriz aleatéria A,y tem distribuicao de
Wishart com parametros n e W se sua funcao densidade de probabilidade é

|A] %<"7P71>ezp(f%trAW_1)

np 1 1 P .
2 Lpp-1) 1715 +1—
2% e Dpwide [ r(=5=)

para A positiva definida,
fA,W.n) =

0, caso contrério.

O parametro n é usualmente denominado ntimero de graus de liberdade da distribuicao.

Verifica-se que o teste da razao de verossimilhancas é equivalente aquele que rejeita H
para valores grandes de

» )y
—2InA = —nlin |A | = —nln— |nA | —.
Xl [n3 4+ n(Xa) — )

Para n suficientemente grande, a estatistica modificada
1 )
—In—-K—-1—-=(p—K+q+1) lnl |
2 X

16



sob Hy tem distribuicdo aproximadamente qui-quadrado com p(K — ¢) graus de liberdade.
Essa aproximacao melhora se (n — K) e (n—p) também forem suficientemente grandes. Se nao

rejeitamos Hy, as variaveis X,41, Xgy2,..., Xk sao descartadas do modelo.

2.5 Predicao através o modelo de Regressao Multivari-

ada

Nesta secao, vamos discutir o uso do modelo de Regressao Multivariada para realizar predigoes.

Suponha que o modelo especificado em (2.3) esteja adequadamente ajustado, entao

podemos empregé-lo para realizar predicoes.

Seja x{ o vetor contendo novos valores para as variaveis preditoras, para os quais dese-

jamos fazer previsao.
Sabemos através do resultado 7.10 de Johnson e Wichern (1998) que:
By ~ Ny(B g, (X7 X7) 'aps)
e

ny ~ W, _ k—1(2) onde W,,_k_1(X) representa a distribui¢do Wishart com n — K — 1
graus de liberdade.

Como discutido na Segao 5.2 de Johnson e Wichern (1998), a varidvel aleatéria

o (PG ( n E) Blay — B
Vg (X0X7) g ) \n— K1 vl (XX g

tem distribuicao 7% de Hotelling e fixando um nivel de confianca de (1 — ), o elipséide de

confianca para 3z provém da desigualdade

-1
. NN n ~ . . «f w ey —1 % p(n—K—l)
(ﬁ :L‘O_B:L‘O) (n—K— 1E> (ﬁ xo_ﬁw(]) S o) (X X ) IIO |:< n—K—p Fa;p,n—K—p

17



onde F,,,—x—p ¢ 0 quantil de ordem 1 — « da distribuicao F de Snedecor com p graus de

liberdade no numerador e n — k — p graus de liberdade no denominador.

Os intervalos de confianca simultaneos para E(Y;) = X* By sao

o 5 p(n—k—1) vl a1 n ) )
X /B(l) + \/(n—k—p Fa;p,n—k—p CCO (X X ) 1:170 mau 1 = 17 ey P (26)

onde ;) € a i-¢sima coluna de 3 e 6 € o i-ésimo elemento da diagonal de X.
. . . x . o~ /
Podemos ainda construir um elipséide de predicao para uma nova resposta Yy, = 3 zj+¢.

Entao fixando um coeficiente de confianga (1 — «) temos:

n

3 o ok ! w g\ —1, % p(n_k_]-)
mE) (% - 6 JIO) S (1 + Lo (X X ) .%'0) |:<—) Fa;p,n—kp:|

Y . ) * /
(o - fap) ( M
com (Y — §'28) ~ N,(0, (1 + 23 (X* X')"Lag) D).

Os intervalos simultaneos para a predicao de respostas individuais Y; sao:

oA p(n—k—1) el 1k n . .
T ﬁ(l) + \/(71_]{;_]) Fam’nfkfp 1+ Zg (X X ) 11'0 m@'m 1 = 17 SN ¢/ (27)

onde B(i),&ii e Fopnk—p sdo as mesmas quantidades definidas em (2.6).

Comparando (2.6) com (2.7) percebemos que os intervalos para valores atuais das
variaveis resposta sao mais amplos que os correspondentes intervalos para os valores espe-

rados, fato este que ja ocorre no modelo de regressao univariada.

2.6 Estimacao do vetor § quando X; # Xy # ... # X,

Uma vez estudado o caso em que, para cada uma das p regressoes, a matriz de planejamento
era a mesma, vamos considerar o caso em que cada regressao possui a sua propria matriz de

planejamento.

Vamos supor que:

18



(i) A covariancia entre Y,,; e Y;; é a mesma para todas as unidades amostrais:

COU(YmZ’,Yhi):O'Enh T = 1,...,7’L
m,h = 1,...,p (m # h)

(ii) Medidas tomadas em unidades amostrais distintas sdo nao correlacionadas:

Cov(Ypmi, Ynj) =0 iwj = 1,...,n (1 # 7)

m,h = 1,...,p

(iii) Var(Y,,) = o2 i=1,....n e m=1,...,p

m
Como consequéncia de (i),(ii) e (iii) temos:

Var(e,) = o241, m=1,...,p

Cov(em,en) = o241, m,h=1,...,p (m # h).

Utilizando o modelo especificado em (2.1) temos

2
O'ljn Ulgln Ulp]n
2
o5l, ... 09,1
2dn 2pin
Var(e) = ‘ =X®I[,=Q
2
- Up[n —
2
0y 012 ... O1p
2
g g
2 2p
onde ¥ =
2
- 0-p -
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Se ¥ é conhecida, estima-se 3 da forma como especificada em (2.2). Além disso,

Var(8) = (X'Q'X)™!, e como Q! = £-1 ® I,, entdo, apds alguns célculos obtemos

- -1

2 / /
OleXl P P Olele
2 / !

X

Var(B) =

2 /
0, X, X, |

Quando ¥ é desconhecida estima-se 3 em dois estagios:

1. Estima-se 3 como no caso em que X; = ... = X, = X", ou seja, cada 3; é estimado

separadamente.

2. Com base nas estimativas obtidas no estagio anterior, estima-se X através de ¥ conforme

descrito na Segao 2.3.

~

A partir dai estima-se novamente 3 usando (2.2) para Q) = X.

Para testar hipdteses do tipo

H()ZC/@:IH
H,:CB+#m,

em que C' e m sao, repectivamente, matrizes e vetores de constantes especificadas, utiliza-se o
teste da razao de verossimilhancas, com estatistica

(CB—m)[C(X'Y1X)"'C'|(CB — m)

(Y-XP)'(Y-XP)
T np-1 P

W:

Fixando um nivel de significancia «, rejeita-se Hy se W > w onde w é o quantil de ordem
(1 — a) da distribuigao F de Snedecor com p graus de liberdade no numerador e n — K — 1

graus de liberdade no denominador.
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2.7 Ganho em Eficiéncia com a Estimacao Conjunta

Zellner(1962) apresenta um estudo sobre o ganho em eficiéncia na utilizagdo do modelo de
Regressao Multivariada em relagao ao caso em que se ajusta p regressoes separadas. Segundo o
autor, quando estimamos conjuntamente os parametros das p regressoes, obtemos um ganho de
eficiencia dos estimadores. Esse ganho ocorre essencialmente porque ao estimar conjuntamente
os parametros, produzimos restri¢coes nulas nos coeficientes das outras equacoes. Estas restrigoes

podem ser observadas reescrevendo (2.1) como:

Bi 0 ... 0

0 By ... 0
(Yl,...,Yp):(Xl,...,Xp> . 2 . +(€17 7€p>

0 - By

2

Vamos considerar o caso em que 02 = 02 e 0;; = 02p para i # j, entdo X = o2[(1 —
(1 J )

p)I + pEE] onde I é a matriz identidade de ordem px p e E' = (1,...,1) é um vetor de ordem

p.
Entao X! = 02(11_,;)1 — [li‘g:_El/)p] onde o = ﬁ. Dessa forma:
Var(B) = [X (2 'e)X]!
- 1 -1
(=X X; XXy ... XX,
. X, X a—NX,Xe ... =X, X
Var(8) = Y '2 1 ( ’Y‘) 2412 Y ‘2 P (2.8)
i X, X1 (a—-X,Xo ... (a—7)X,X, |
_ ap
onde 7 = g, 1y

Em particular, para o caso em que p = 2, a matriz de variancia e covariancia do estimador

do vetor de parametros da primeira regressao é

2
77X1X2(X2X2)1X2X1]1.

Var(B1) = [(a = 7)X, X —
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Zellner e Huang(1961) mostram que

~ _ 2 ll ,
Var(By)| =~ jo2(x ) (29)
Tl - )

onde [; é o nimero de variaveis independentes da primeira equacao, admitindo-se que [; < Iy e
r; € 0 i-ésimo coeficiente de correlagdo canonica (Johnson e Wichern (1998)) associada com o

conjunto de varidveis X; e X,. Como 0 < r? < 1, fica claro que:
Var(B1)] < [p°(X,X1) 7.

/ /7 - A . . . A
Note que |o%(X;X;)7!| é a variancia generalizada do estimador do vetor de parametros da
primeira equacao quando estimamos os parametros separadamente. Define-se variancia gene-
ralizada como sendo o determinante da matriz de variancia e covariancia. Logo estimar con-

juntamente os parametros das equacgoes de regressao é um processo mais eficiente.

Se r; = 0, para todo 7, a expressao (2.9) se reduz a
Var(B1)| = |0*(X; X1) 7.

Observa-se que r; = 0 quando X1X2 = 0.

Além disso, como consequéncia de (2.8) se X;X; = 0 para i # j obtemos

Var(B:) = [1;'2] o* (X1 X1) ™!

1= T+p(p—1)

Assim, se X, X; =04,j=1,...,p (i #j), Var(B1) se aproxima de (1 — p)o?(X,X;)"" para

um numero p muito grande de equagoes.

2.8 Propriedades do Estimador em Dois Estagios

Zellner (1962) apresenta um estudo das propriedades do estimador em dois estagios.
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Seja
B= (XY X)X’y

definido na Secao 2.6. O autor verifica que
B = BG + Op(n_l)
com B¢ o estimador definido em (2.2) quando € é conhecido.

Dizemos que a sequéncia de nimeros reais {a,} n > 1 é de ordem n~! em probabilidade

(an = O,(n™1)) se para todo nimero real n > 0, existir & = k(n) e ng = ng(n) tal que

P

ou seja, se a sequencia {% >, for limitada em probabilidade para todo n suficientemente

Qn

-1

n

Ek)ﬁna vn>n07

grande.

Verifica-se adicionalmente que

V(B —B) e vVn(Ba — B)
tém assintoticamente a mesma distribuicao.

Dessa forma, 3 pode ser usado ao invés de B¢ sem muito prejuizo.

Neste capitulo, apresentamos a teoria basica associada ao Modelo de Regressao Multi-

variada. No proximo capitulo seréa abordado o problema de diagnéstico neste modelo.
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Capitulo 3

Analise de Diagndstico

Neste capitulo serao apresentadas medidas para a determinagao de observacoes influentes, no
modelo de Regressao Multivariada, com exemplos ilustrativos de algumas delas. Observacoes
influentes sao aquelas que individualmente, ou em conjunto com outras, exercem grande impacto
nos valores de varias estimativas. Esta analise, amplamente discutida na literatura em modelos

de regressao univariada, é menos freqiiénte no modelo multivariado.

Iniciaremos o estudo definindo algumas classes de medidas de influéncia, especificas
para este modelo. Posteriormente, veremos como algumas medidas tradicionais na analise de

regressao usual sao adaptadas ao modelo multivariado.

3.1 Classes Gerais de Medidas de Influéncia

Barret e Ling (1992) consideram o modelo de regressao linear multivariada conforme apresen-
tado em (2.3), ou seja,

Ynxp = XnX(K+1)ﬁ(K+1)><p + Enxps

com E(e) =0e Cov(ey, €5) = 03] 4,5 = 1,2,...,p é a matriz de covariancia entre ¢;, ¢},
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respectivamente i-ésima e j-ésima colunas de ¢.

Dessa forma, as p medidas em cada unidade amostral tém matriz de covariancia X, mas

observacoes em unidades distintas sao nao correlacionadas.

O estimador de minimos quadrados de (3, que coincide com o de maxima verossimilhanca
sob normalidade, é dado por 8= (X'X)"'X'Y. Define-se a matriz de residuos E =Y — X3
de modo que o estimador nao viesado de ¥ é & = (E'E)/(n — K — 1).

Todas as medidas consideradas aqui levam em conta a dele¢ao de pontos. Em particular,
serd analisada a exclusdo de m unidades amostrais pertencentes ao conjunto I C {1,2,...n}.
Seja X a submatriz de X com m linhas e X(;) a submatriz de X sem as m linhas que compoe

X7 e Yy, Y e er similarmente definidas. O estimador de 3 com base nas observagoes restantes

/ /

¢ dado por B(I) = (X(I)X(]))_lX(I)Y(I).

Barret e Ling (1992) definiram classes de medidas de influéncia que sao fungoes de duas
matrizes H; e )y, definidas como se segue. Para o conjunto completo dos dados a matriz de

projecio (ou matriz chapéu) H é dada por H = X (X' X)~'X'. A submatriz H; corresponde a
H = X (X' X)'X,. (3.1)
A matriz Q é andloga a H com respeito & matriz de residuos E, isto é, Q = E(E'E)~'E’

com sua correspondente submatriz
Q; = E/(E'E)'E,. (3.2)

As classes gerais de medidas de influéncia associadas com o subconjunto de casos inde-

xados por I, denotadas por JI", J¢ sdo definidas da seguinte forma:

J?(f; a,b) = f(n, K+ 1,p,m)tr[HrQ;(I — Hy — Q)" (I — Hl)b} (3.3)

J¥(fra,b) = f(n, K 4+ 1,p,m)det[(I — H — Q)*(I — H;)"], (3.4)
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onde f é uma fungao das dimensoes (n, K + 1, p) das matrizes presentes em (2.3) e das m linhas
das submatrizes; I é matriz identidade de ordem m e a e b sao valores inteiros associados a um

particular membro de cada classe.

3.2 Medidas da Classe J}’

Cook (1977, 1979) introduziu uma medida de influéncia baseada na comparacao entre as es-
timativas de minimos quadrados ordinarios B e B(i), quando a i-ésima observacao € retirada.
Esta medida é definida como

(Bw —B) [Var(B) " (Be —B) _ (B —B) (X' X)(Bw — B)

d': pu—
' K+1 (K + 1)5°

onde
B e B(i) sao os estimadores de B com e sem a i-ésima observacao respectivamente,
6% é o quadrado médio do residuo e
B ¢é o vetor de parametros de regressao do modelo univariado.

Para utilizar a medida distancia de Cook, ambito da Regressao Multivariada, precisamos

da seguinte defini¢ao:

Se A é uma matriz qualquer com q colunas, a; az ... ag, de modo que A =
as az ... agl, o vetor vecA é definido como o vetor formado pelas colunas de A, ou
seja

a1
vecA =
aq

Dessa forma, a medida distancia de Cook no ambito do modelo de Regressao Multivari-

ada, é dada por:

Dy = (vec — veeBiy) (271 ® (X' X)) (vec — vecB(I)) (ﬁ) : (3.5)
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Podemos assumir que (3.5) é um caso particular da medida geral

Di(M,V) = (vecﬁ — U@CB(]))/[V_l ® M] ("UGCB — U@CB(I)) (K;—l—l) (3.6)

onde V e M sdo matrizes positivas definidas. Se escolhermos V = (K + )Y e M = X'X, a

expressao (3.6) reduz-se a (3.5).

Quando tomamos V = (K + 1)221) e M = X'X obtemos:

Dy = (vecB — UecﬂA(I))l[i(ﬁ ® (X/X)](vecﬁA — vecB(I)) <K;—i—1>

que é a versao multivariada da medida DFFITS. No caso univariado, na exclusao de uma tinica

observagao ¢ tal que X A A X
2 _ B —B) (X X)(Bw — B)
40

(DFFITS)

em que
afi)z ¢ o quadrado médio do residuo do ajuste do modelo sem o ponto 1.

Voltando a distancia de Cook Multivariada definida em (3.5), é possivel verificar que

essa medida pertence a classe Ji". Para isso, seguem os fatos:

Dadas as matrizes A,,xn, Bpxq, Cpxm € Dgxn, entao

i) tr(AB) = (vecA)vecB e wvec(ABC) = (C' ® A)vecB.
Como consequéncia de (i) temos:

ii) tr[C'(BDA")] = (vecC) vec(BDA') = (vecC')(A ® B)vecD.
Vale ainda a propriedade

iii) tr(AB) = tr(BA) se ambos os produtos AB e BA sao possiveis.

Através de uma generalizagdo direta da expressao (3.6.4) de Cook e Weisberg (1982,
p.136), verifica-se que
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iv) B— By = (X' X)"'X(I — H;)*E;

Como em Dy = (vecﬁ—vecﬁg))/[‘2(_5®(X’X)](vecﬁ—vecﬁ(1)) (771 (vecﬁ—vecﬁu)) =

vee( — B( 1), entdo, devido a (iv) e aplicando-se os resultados (ii) e (iii), segue que

DX X (K+1)%] = tr{(I-H) ' X/(X'X)"' X' X(X'X)'X,(I — H)'E/[(K +1)%]'E}}

DyX'X, (K +1)8] = (”‘K—ﬁ[l) (1 — Hy) " XX X)X (1 = Hy) Ey(E E) "B
D/X'X,(K+1)3] = (n_K—Iil_l) tr[(I — Hy) " H;(I — H;)~'Qq]
Di[X'X, (K+1)%] = (n_K—Iil_l) tr((I — Hy)H Q) = J7' (n_K—[il_l;O, —2)

As duas tltimas passagens sao consequéncia do resultado (iii) e do fato que H;(I — H;)™' =

(I — H[)_lH].

Para a versao multivariada do DFFITS, apds alguns cédlculos, concluimos que

, . —K—1-
Di[X X, (K +1)%p] = J/ (n K+1 = _1’_1) '

3.3 Medidas na Classe Jdt

Andrews e Pregibon (1978) propuseram uma medida de influéncia para regressao univariada
que detecta pontos relativamente distantes do restante dos dados. Essa medida é dada por
_ det(Z(/])Z(I))
' det(Z'Z)

onde Z = [X|Y] é a matriz X acrescida do vetor y. Dessa forma AP; mede mudangas ocorridas

(3.7)

no espaco gerado pelas colunas de Z sem distinguir se ela ocorre nas colunas de X ou de y. Essa
medida pode ser generalizada simplesmente substituindo o vetor y pela matriz de variaveis

resposta Y da regressao multivariada.

Agora,
, X'X XY X
Zz=|"" "7 1= X v
VX Y'Y Y
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Aplicando o lema

A B
det = det(A)det(D — CA™'B), para A e D nao singulares, temos:
C D

det(Z'Z) = det(X' X)det(Y'Y — Y X(X X)7'X'Y) = det(X X)det(E E) (3.8)

pois, E'E = (Y — X(X'X)7'XY) (Y = X(X'X)"'XY) =YY - (Y X(X'X)"'X'Y) Similar-
mente

det(Z Z(1y) = det(X X (1))det(E Ep). (3.9)

Para as matrizes X7, X(;), Hr, E' e FE(p) definidas anteriormente valem os seguintes fatos

’

v) Xi(Xy X)) ' X; = Hi(I - Hy)™Y,
vi) det(X X)) = det(X' X)det(I — Hy),

vii) det(E E)) = det(E'E)det[(I — H; — Qr)(I — Hy)™].

Substituindo (3.7) e (3.8) em (3.6) e aplicando os resultados v) e vi) temos
AP[ = det([ — H])det[(f - H[ - Q[)(I - H])il] == det([ - H[ - Q]) = J(dle;io).

Belsley et al (1980,p.22 eq. 2.36) propuseram uma medida de influéncia baseada na matriz de

covariancia do estimador 3. Essa medida é dada por

det[Sgy © (X X)) ]
det[S @ (X' X)-1]

Lembrando que 3= - _EKE_ 7 € devido as propriedades de determinante do produto de Kronecker,

essa medida pode ser expressa como

/

(B Pdet(X X) R

det[((n — k- 1)71E/E)pd€t(XEI)X([))p]

detlin— K —m—1)"YFE
e, el !
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Apés aplicarmos os resultados vi) e vii) obtemos

det[(I — H; — Q)X (I — H;)"E+P+D] ou seja,

n—K_—1 :|(K+l)p

n—K-—1
n—K-m-—1

(K+1)
RC}:J?“[< ) s K+1,—-(p+ K+1)).

Podemos também medir a influéncia das observagoes nas matrizes de covariancia dos
valores ajustados, cov(X Ivecﬁ),
detlcov(Xvechr)] _ det{S) ® [(I - Hpy) ' Hl}
det[cov(X vecf)] det{f](f) ® Hp} '

I:

3.4 Alavanca e Componentes de Residuos

Na secao anterior vimos a caracterizacao das medidas de influéncia em termos das submatrizes
H; e Q7. A matriz H; esta usualmente relacionada com a deteccao de pontos alavanca, que
em geral, sao pontos posicionados em regioes distantes do subespaco gerado pelas colunas na

matriz X, e a matriz (); esta relacionada com os componentes dos residuos.

De modo geral, pontos alavanca estao posicionados em regioes distantes do subespaco

gerado pelas colunas da matriz X

Denotando a matriz alavanca por L; e a matriz dos componentes dos residuos por R;

obtemos a Tabela 3.1, que apresenta essa decomposicao para as medidas estudadas nas segoes

anteriores.
Tabela 3.1: Decomposicao das Medidas de Influéncia.
Medida L; R,
DiX'X, (K +1)%]  Hi(I—H)™" (I — Hy)~Y2Q(I — Hy)~ /2
DiX'X, (K + )%y Hi(I—-H)™" (I—H)"?Qi(I —Hy —Qp)~"(I — Hy)/?
RC™! = 45 (I — Hp) (1 — Hy — Qp)~'(I — Hy)|**
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Na anélise de influéncia de uma tunica observacao, os elementos da diagonal principal

das matrizes H e QQ sdo essenciais.

Como agora estamos tratando da influéncia conjunta de m observagoes, no caso multi-
variado precisamos reduzir as informacoes das matrizes L; e R; em escalares. Examinando a
caracterizac¢ao dos pontos influéntes na classe J!” em termos de um produto interno e aplicando

um resultado elementar de geometria vetorial podemos escrever:
tr(LiR;) = [vec(L;)] vec(Ry) = ||vec(Ly)||||vec(Ry)]| cos 6;
onde 6; é o angulo entre vec(Ly) e vec(Ry).

Como L; e R; sao matrizes positivas semi-definidas, suas normas podem ser, alternati-

vamente, expressas em termos de seus auto-valores. Por exemplo:

Ll = [ (L]

em que \;(Ly) representa o j-ésimo auto-valor de L;. Denotando |[L;|| e |R;|| por L7 e Rz
respectivamente, nota-se que estas quantidades representam a contribuicao da alavanca e dos

residuos na influéncia total.

Na realidade, a influéncia também depende de cos#;, ainda que a contribuicao relativa
de cada componente nao seja afetada pelo angulo #;. Para analisar a contribuicao efetiva

dos subconjuntos sobre a influéncia total, podemos reescrever L7 e Rz da seguinte forma:

L5 = Lz(cosf)? e RE = Ry(cos;)Y/? de modo que tr(L;R;) = L5R%. Por outro lado,

as medidas J¢ sao da forma f(.)det(L;R;). Para reduzir as medidas desta classe a escalares

L
" AP,

det[(I — H;)™'] e componente do residuo det[(I — H; — Q)" (I — Hj)].

basta calcular o determinante das matrizes L; e R;. Assim tem componente de alavanca

Para ilustrar a contribuicao da alavanca e dos componentes do residuo na influéncia
total sugere-se a construcao do grafico de log £% contra log R%, pois, no caso da medida J¥",
como Ji (f;a,b) = f()tr(LiR;) = f(.)L5R%, pontos com JI constante serdo da forma L3R%

constante.
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Dessa forma, pontos de mesma influéncia serao tais que L;R; = C, C constante, de
modo que log £5 +1log R; = log C'. Portanto os contornos desse grafico sao retas com inclinagao

-1 e tais que a soma das coordenadas é o logaritmo da influéncia, como ilustra a Figura 3.1.

Afim de ilustrar a deteccao de pontos alavanca ou influentes, os autores escolheram um
particular conjunto de dados previamente estudado em Houssain e Naik (1989). A Regressao
Multivariada foi usada para avaliar a qualidade dos dados de trés testes de proficiéncia de

aprendizado:

e Desempenho no teste grafico de vocabuldrio por imagens (Y7);
e Avaliacdo de um teste de desempenho do estudante (Y3);

e Desempenho no teste de matrizes progressivas de Ravin (Y3).

As varidveis explicativas foram a soma do nimero de itens corretos (num total de vinte itens)

em cinco tipos de tarefas de associacao pareada:

e Nomeagao (X;);

Figura (X5);

Nomeagao de Figura (X3);

Nomeagao de Agao (X,);

Sentenca de Figura(Xs).

O objetivo do estudo era avaliar quao bem as varidveis explicativas conseguem prever as notas

nos testes.

Para realizar a analise, foram selecionados 32 estudantes brancos de uma classe avangada

de um colégio.
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O modelo é Y303 = X39x606x3 + €32x3, sendo que as linhas de € sao vetores aleatérios

tri-dimensionais com distribui¢ao N3(0, X).

Na Figura 3.1 foi construido o grafico de log £} contra log R’ para avaliar a influéncia de
uma observacio usando a distancia de Cook Multivariada (D;[X X, (K + 1)S]). Os contornos
do grafico sao espacados de maneira que entre linhas adjacentes, da esquerda para a direita,
existe o dobro de influéncia. Podemos notar que a observagao {5} possui grande componente
de residuo e a maior alavanca e a observagao {25} é a que possui maior componente do residuo.

Além disso, a observacao {10} possui grande componente de residuo mas nao é uma observacao

alavanca.
Figura 3.1: Grafico de influéncia individual.
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Os autores avaliam ainda os subconjuntos que sao alavanca ou possuem grande com-
ponente de residuo. A Figura 3.2 exibe o grafico de log L7 contra log Rz para subconjuntos
de tamanho m=2. Individualmente as observacoes {14} e {25} possufam, relativamente, baixa
influéncia total como ilustra a Figura 3.1, no entanto, em conjunto com a observacao {5},

fomaram os dois subconjuntos com maior influéncia usando a medida (D7 (X' X, pS)).
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Figura 3.2: Grafico de influéncia para suconjuntos de tamanho 2.
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Os graficos sugeridos sao muito tteis na ordenagao da contribuicao do componente de

alavanca e do componente de residuo de diferentes subconjuntos para uma dada medida de

influéncia.

Na anédlise de diagnéstico, Houssain e Naik (1989) utilizaram o modelo (2.3) Y, =
Xox(K+1)Bk+1)xp + Enxp com vec(e) ~ N(0, X ® I,,) .

Este modelo pode ser escrito alternativamente como

(vecY ... vecY,) = (Xvech ... XvecS,) + (vecey . .. vece,)

onde vecY] ...vecY, representam as colunas da matriz Y e o restante da notacao é

definido de forma similar.

Os vetores vecfy, . .., vec3, correspondem aos parametros de cada uma das p regressoes
e o estimador de cada vec; ¢ dado por:
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Define-se ainda o vetor de residuos de cada regressao , vece; = vecY; — XU@CB]’, 1=12,....p
de modo que se E = (vecE),vecE,, ... ,vecE,) e P = X(X X)™'X entdo vec(E) ~ N(0,8 ®
(I —P)).

Verifica-se que a matriz B = (X 'X )X 'Y, definida anteriormente, com a notacao agora

introduzida fica

~

B = (vechy,vechs, . .., vec,)

’

€1

!/

. ’ . . ! !
e a matriz de residuos F = Y — X3 pode ser escrita como: : |, sendo ey, e,,...,¢, as

linhas de e, cada uma de dimensao 1 X p.

A estimativa da matriz X é dada por
E'E

)Y —
n—K-—1

Na analise de diagnéstico, os autores consideram inicialmente a retirada da ¢-ésima

observagao, 1 = 1,2,...,n, que dé origem as seguintes quantidades
o E(z‘)E(i)
O K -2
com

Biw = (X(i)X(i))ilX(i)Y}(i), =12 ...p

i=1,2,....n

¢ o estimador de 3 calculado quando a i-ésima observacao ¢ retirada.
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Os autores propoem métodos de deteccao de pontos influentes que sao extensoes das

medidas univariadas usuais. Dessa forma, na anélise de influéncia, sao definidas as quantidades

1
1 —p;
/ ! ’ ~ . . ~ ’ .y .
onde ey, €,,..., 6, sao as linhas de F, cada uma de dimensao 1 X p e p; é o i-ésimo elemento da

diagonal principal da matriz P = X (X X)X,

/A_
eX ey e TP=

Observa-se que T? possui distribuicao T2 de Hotelling. Verifica-se ainda que 77 e T? sao
as versoes multivariadas, respectivamente, dos residuos internamente e externamente “studen-
tizados” (Cook e Weisberg, 1982). Estas estatisticas consideram os p residuos, das p regressoes,

para cada individuo.Com base nessas quantidades, os autores definem as proximas medidas.
Distancia de Cook Multivariada

A influéncia da i-ésima observacao sobre B é avaliada por:

1 i
C;i=———" 72
K+11—p,

i=1,2,...,n

Quanto maior o valor de Cj, mais influéncia possui a observacao i. Sugere-se como ponto de
corte valores baseados na distribuicao F de Snedecor com K +1 e n— K — 1 graus de liberdade

no numerador e no denominador respectivamente.
Estatistica de Welsch-Kuh

Mede a influéncia da i-ésima observagao sobre o valor predito ;, sendo definida por:

Di

WK; =
L —pi

T? i=1,2,...,n

1

A i-ésima observagao serd influente sobre ¢; quando W K; for maior que

K+1 phnh-K)
n n—K—p—l (a;p,n—K—p—1)»

onde Flapn—k—p—1) ¢ 0 quantil de ordem 1 — « da distribuicao F' de Snedecor com p graus de

liberdade no numerador e n-K-p-1 graus de liberdade no denominador.
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Razao de Covariancias

A razao de covariancias mede a influéncia da i-ésima observacao sobre a matriz de

covariancia de 3 e pode ser mensurada por

!/

det[cov(vec(Br)))] _ det[i(i) ® (X(i)X(i))fl]
det[cov(vec(f))] det[f] ® (X' X)"1]

~

:[ddﬂxbxhﬁ‘ﬂpkkﬂiuﬂﬁ”1::< 1 )p{fkﬂi@ﬂ}K+l
det[X]

[det(X'X)7P [det(2)]K+! 1—p;
Valores altos e baixos da razao de covariancias sao considerados significantes. Um ponto de

corte para valores baixos da razao de covariancia pode ser obtido usando o fato que

det[A @] _ {1 N T? }—1
det[X] n—K -2
demonstrado em Rao (1973).

Influéncia das linhas de

A influéncia da i-ésima observacao sobre a j-ésima linha de § pode ser medida pela

estatistica
T2 W
iU 19 K41
1-— Pi Wj Wj
1=1,2,...,n
onde w;; é o i-ésimo elemento do vetor W; = (I — P;))X;, X; é a j-ésima coluna de X,

Py = X[j](XEﬂX[j])*lXEﬂ e X[; ¢ a matriz X retirada a coluna j.
w2,
ij
Wi,
%. E importante observar que a j-ésima linha de § contém as estimativas dos coeficientes de

A i-ésima observagao pode ser considerada influente sobre a j-ésima linha de [ se >

regressao da variavel X; para as p regressoes consideradas.

Definidas essas medidas, Houssain e Naik (1989) sugerem que a estratégia de andlise de
diagnéstico multivariada seja similar a estratégia usada no caso univariado, analisando-se nessa

ordem:
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1. O grafico de dispersao de Y contra Xj; [=1,2,....k e j5=12,...,p;

2. Os elementos da matriz P;

2

. w2,

3. A alavanca parcial em —*2—;
wiw;

4. A influéncia individual das observacoes através de C; e W Kj;
5. A influéncia das observagoes sobre a matriz de covariancia de B;

6. A influéncia de observacoes individuais sobre os coeficientes estimados através de

2 2.
Ti w’LJ
7

1-p; Wj W; ’

As medidas propostas por Houssain e Naik (1989) sao extensoes dos métodos utilizados
nos modelos de regressao univariada. Até o momento, foram apresentadas as medidas tradi-
cionais. Os autores discutem ainda medidas obtidas através de outras abordagens, conforme

veremos a seguir.
Afastamento da Verossimilhanga

Se L(6) é o logaritmo da funcao de verossimilhanga do modelo baseado nos dados com-
pletos, Cook e Weisberg (1982) e Cook (1987) definem o afastamento da verossimilhanga LD;

Cco1mo

~

LD (6) = 2[L() — L(d))

em que ;) denota as estimativas de médxima verossimilhanca do vetor de parametros 6 sem a
i-ésima observacao e # a estimativa de maxima verossimilhanca com base nos dados completos.
Os autores sugerem comparar LD; com os quantis da distribuicao quiquadrado com K+1 graus

de liberdade, sendo que K+1 é a dimensao de 6.

Para o modelo definido em (2.3), o afastamento da verossimilhanca para 3 sem considerar

a matriz de covariancia X é

~

LD;(8/%) = 2[L(3,%) — L(Ba), S(Bw))]
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onde i(@) ¢ a estimativa de ¥ quando (3 é estimado por B(i). Depois de algumas simplificacoes

obtemos

1 Pi &1 K+1
LD(3/%) =nl 1 Y e | =nl 1+ —F+—C; ),

onde C; é a distancia de Cook multivariada definida anteriormente. Entao observamos que
o afastamento da verossimilhanca é determinado por C}, sendo uma funcao crescente dessa
quantidade. Similarmente verifica-se que a estatistica W K; pode ser obtida pela diferenca de

dois valores de LDj.
A influéncia de uma observagao na estimacao conjunta de (/3,%) é definida como

. .. 53| T?
. et — ; ; - 1 ~ - M-
LDA(B,%) = 20L(3, ) — D{f 5] ”Og<|z|>+1—pi p

Se 3. é o Unico parametro de interesse, entao o afastamento da verossimilhanca fica

~

LDi(2/B) = 2[L(3,%) = L(B(5a), 2»)), (3.10)

onde (3 (fl(i)) é a estimativa de  quando ¥ é estimado por fl(i).

Entretanto B(ﬁ](l)) = 3 entdo, apés calculos obtém-se

LD;(2/3) = nlog { |‘|Lj§’)| } + n[tr(i](;)li) —pl. (3.11)

Verifica-se ainda que a diferenga entre (3.10) e (3.11) resulta em

n—1

LD(5,%) = LD(X/B) = —%—

onde W K(; ¢é a estatistica de Welsch-Kuh definida anteriormente.
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3.5 Exemplo 1

Para ilustrar a utilidade das medidas abordadas, Houssain e Naik (1989) utilizaram dados
retirados de Anderson (1984, pg.369). As varidveis analisadas foram: Peso da Semente (Y7),

Peso da Palha (Y3) e Quantidade de fertilizante (X;) para uma amostra de oito observagoes,

Tabela 3.2: Dado utilizados.
Yi: 40 17 9 15 6 12 5 9
Yor 53 19 10 29 13 27 19 30
X024 11 5 12 7 14 11 18

Dessa forma o modelo é:

Ysxo = Xgxafaxa + €sx2

com as linhas de ¢ independentemente distribuidas com distribuicao N5(0,%). A primeira
coluna de X é um vetor de uns e a segunda coluna contém os valores da variavel X;. As

colunas da matriz Y correspondem aos valores de Y; e Y5 e a matriz de parametros B é da

Bor Bo2
P O
As estatisticas: lambda de Wilks, traco de Pillai, traco de Hotelling-Lawey e a maior

forma B =

raiz de Roi (apresentadas em Anderson(1984)) foram utilizadas para testar a hipétese Hy :

S

r = = 0 contra a hipotese alternativa H; : I' # 0. Todas as estatisticas rejeitam
iz

a hipotese nula, levando-nos a concluir pela significancia da variavel X; na explicacao das

variaveis resposta Y; e Y5.

Na Tabela 3.3 apresentamos as medidas de influéncia C;, WK; e RC;.
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Tabela 3.3: Medidas de Influéncia.
Observacao  Cj WK, RC;
1 0,923 7,825 3,720
2 0,406 0,818 0,376
3 0,548 0,450 2,009
4 0,402 0,598 0,284
5 0,470 0,006 1,788
6
7
8

0,404 0,048 1,189
0,406 0,123 1,045
0,457 1,700 0,492

Analisando a tabela, concluimos que a observagao 1 é influente segundo todas as medidas
consideradas, observamos que este elemento apresenta valor extremo em todas as varidveis

consideradas.

Além disso seus valores de Y] e Y5 estdao muito acima do que seria esperado para seu
valor de X; conforme sugerem as Figuras 3.3 e 3.4, que sao diagramas de dispersao entre Y e

XleYQeXl.
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Figura 3.3: Diagrama de dispersao entre Y; e Xj.
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Figura 3.4: Diagrama de dispersao entre Y5 e Xj.
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Neste capitulo, apresentamos varias classes de medidas de diagnodstico, a maioria delas extensoes

das medidas ja existentes no contexto univariado. A analise de influéncia local, introduzida por

Cook (1986), nao foi considerada aqui e seria sugestao para um trabalho futuro.
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Capitulo 4

Selecao de Variaveis

Neste capitulo iremos abordar alguns processos de selecao de variaveis independentes no modelo
de Regressao Multivariada. Iniciaremos com o procedimento de testes simultaneos apresentado
por McKay (1977) e posteriormente, discutiremos o Critério da Informacao de Akaike (AIC),
contemplado em Bedrick e Tsai (1994).

4.1 Hipoteses para Selecao de Variaveis

Suponha que o vetor aleatério X tenha (m + p) componentes Xy, ..., Xy, Xmi1,-- -,

Xm+tp, onde X ¢ um vetor composto por todas as observacoes da varidvel independente X,.
McKay (1977) supde que X tem distribuigdo normal (m + p)-variada com vetor de médias p
e matriz de covariancia ¥.. Consideremos u = {1,...,m},s = {m+1,...,m + p}, dessa forma

podemos estabelecer as particoes

’ / ’ Moy Euu Zus
X =X,X,), p= , Y=

Hs Zsu Ess

Deseja-se avaliar a regressao de X, em Xg. Esta regressao é a esperanca condicional de
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X, dado Xy, que na distribuicao normal multivariada é da forma 3, + B,sXs onde

/B'u, = Hu — ZusZ;gll-l's € Bus = Zusz‘;y

A distribuicao condicional de X, dado Xg (X,|Xs) é normal m-variada com matriz de

covariancia My, — Sy 2 Yy

A investigacao das relacoes de regressao recaem naturalmente sobre a matriz B,s dos
coeficientes da regressao. Se B,; = 0 (ou, equivalentemente, se ¥,, = 0) X nao fornece
nenhuma informagao a respeito de X,,. Porém se ¥,s # 0 entao Xy fornece informagao a respeito
de X,. A qualidade das informacgoes produzidas por Xg pode ser melhorada determinando quais

subconjuntos de Xg sao mais importantes na explicacao de Xj.

Para isso vamos considerar a particio Xs = (Xf,X.g/> onde f C s, g C s contendo p—r

e r elementos respectivamente (1 <r < p).

Intuitivamente, X¢ produz mais informacao sobre X,, do que Xy se a matriz B,4 ¢, que

consiste das colunas de B, associadas com X, ¢ nula.

Todas as correlagoes entre X, e Xg podem ser expressas em termos do quadrado das

correlagoes canonicas

;0? =G (Zsuij EusE;sl)v

em que c;(A) denota a j-ésima maior raiz caracteristica da matriz (4), j = 1,...,s [s <
min(m, p)].
As correlagoes de p?,. .., p2, conjuntamente, medem a informacao sobre as variagoes

de X, vindas da relagao de regressao com Xg. Dessa forma p;Q = cj(quE;ulZufZ;}) j=
L,...,s* [s" <min(m,p—r)] mede a informagao sobre as variagoes de X, vindas da relagao

de regressao com Xg.

Se p¥ > pi?, j = 1,...,5*(< s) entdao X¢ ndo fornece mais informagao que Xs. Além
disso, p? = ,0;'72 se, e somente se, B,, r = 0 (este fato estd demonstrado no apéndice de McKay,

1977).
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A menos que exista alguma informacao, a priori, sugerindo que certos componentes de
X, possuem uma importancia especial, sera necessario determinar se B,, y = 0 para todas as
possiveis particoes (Xf/Xg,) de X, . Além disso, uma extensiva investigagao da utilidade de
X em produzir informagoes sobre os componentes de X4, usualmente, ira requerer a analise
da regressao do vetor X, (com ¢ varidveis) sobre Xg, onde v C u (e 1 < ¢ < m) para uma ou

todas possiveis escolhas de v.

Seja qual for a escolha, nao ha regressao de X, em Xg se B,; = 0, com as colunas de B,
sendo constituidas pelas linhas de B, correspondentes a X,. Se B,s # 0 entao, pelos mesmos
argumentos anteriores com v substituindo u, a importancia relativa dos componentes de Xg
em prover informacao sobre X, pode ser examinada determinando-se as partigoes (Xf,Xg/) de

/

Xs para as quais a matriz B, ¢, formada pelas colunas de B, correspondentes a g, ¢ igual a

matriz nula.

Essa investigacao requer testes simultaneos de um grande nimero de hipoteses w,; :
Bys = 0 especificada pela variagdo de v sobre todos os subconjuntos (nao vazios) de u, e de
um ndimero de hipdteses wyy f © Byyr = 0 especificadas variando v e pela variacao de f (com

s — f = g) sobre todos os subconjuntos nao vazios de s.

Apresentaremos a seguir uma breve descricao da construcao de testes simultaneos, con-

forme introduzido em Morrison (1976).

4.2 Testes Simultaneos

Consideremos o modelo linear geral

X=A¢+¢

onde X é formada por n vetores linha p-dimensionais, A é a matriz de planejamento e ¢ matriz

de parametros desconhecidos, ¢ X p.

A hipdtese w,s é um caso particular da hipotese linear geral:
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Hy:CeEM =0
0: Gt (4.1)

Hy:CEM #0
onde C' é uma matriz g x q referente as hipéteses dos elementos de uma dada coluna da matriz
de parametros £&. A matriz M possui dimensao p X [ e posto [ < p. Podemos particionar as

matrizes A e C em: A = [A; Ayl e C = [C; (3 sendo A; submatriz com r colunas e C4

submatriz de ordem g x 7.

A pés-multiplicacao de C'¢ por M permite a geragao de hipdteses relativas a diferentes

parametros de resposta.

A aplicagao do teste da unido-intersec¢ao para a hipdtese (4.1) permite-nos concluir que

a hipdotese multivariada é verdadeira se, e somente se, as hipoteses univariadas
Hy:C&Ma=0 (4.2)

sao verdadeiras para todos os componentes nao nulos do vetor a, [-dimensional. A estatistica

de teste para qualquer uma das hipéteses univariadas ¢ dada pela expressao

(n - T)a/M/X/Al(AllA1>_1Ci[Cl(A;Al)_lci]_101(A,1A1>_1A;XMCL
ga M'X'[I — Ay (A} A;) 1A X Ma

F(a) =

Para um teste univariado de nivel de significancia «, no rejeita-se a hipétese (4.2) se
F(a) < Fy.gn—r onde Fy.g,_ é 0 percentil de ordem a de uma distribuigdo F-Snedecor com ¢

graus de liberdade no numerador e n — r graus de liberdade no denominador.

Nao rejeita-se a hipétese multivariada (4.1) a um nivel de significancia «, se {F(a) <

Fo.gn—r} para todo vetor a # 0.
Esta regiao de nao rejeigdo pode ser alternativamente definida por max F'(a) < Fi.gn—r.
a
Pode-se mostrar que F'(a) é proporcional & maior raiz da equagao

|H — \E| =0, (4.3)
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onde H = M X' A (A} A)'C{[C1(A]A) 1Oy 1CL(AJA) TTAL XM e

E=MX'[I—- A (A]A) A XM.

Denotando a maior raiz de (4.3) por ¢; onde j = min(g,[), ndo rejeita-se (4.1) a um
nivel de significancia « se

¢; < c(a)

e rejeitamos caso contrario. Em que ¢(«) é o quantil de ordem « da distribui¢ao da maior raiz
caracteristica quando (4.1) é verdadeira. Os quantis superiores dessa distribui¢ao encontram-se

tabelados (ver Morrison, 1976).

As raizes nao nulas de |H — AE| = 0 s@o iguais as raizes caracteristicas nao nulas de
HE™!' e na pratica é usualmente mais eficiente determinar as raizes caracteristicas de HE .
E importante notar que HE~! nao necessariamente é simétrica, mas verifica-se que suas rafzes

caracteristicas sao nimeros reais e nao-negativos.

Como caso particular de (4.3) temos as hipdteses wys, Wys € Wyg ¢ exercendo o papel de
Hy, com matriz § = (B, Bus). Para w,s e w,, ¢, as respectivas matrizes H sao Sys5;,' S5 €

SusS5t Sev — SupS;} S, onde S =3 X X[ — {(3 Xi) (X2 X}
=1 =1

i=1
Quando wy,s ou wyy ¢ é verdadeira, a matriz A segue uma distribuicao Wishart central
com p ou r graus de liberdade. Tanto para w,, quanto para w.,,. f, a matriz de erros ¢ Sy, —

SvsS1S,, e segue distribuicao Wishart com n — p — 1 graus de liberdade.

Em ambos os casos, a matriz de hipdteses e de erros sao independentes. Estas dis-

tribuicoes sao condicionais para cada X,; fixadot=1,...,n.

Para um nivel de significancia « rejeita-se w,s quando

1{50s55. S0 (Spw — SpsSi Ssu) 1} > T2

7p7n_p_1

onde 7% denota o quantil de ordem « da distribuicao da maior raiz caracteristica. Para

m»pvnipil

obter os quantis superior dessa distribui¢ao consultando Morrison (1976) precisamos fixar «,
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as entradas da tabela sdo s = min(m,p), men —p — 1. Aqui H = S,,5,'Ssy ¢ E = S, —

-1 w @ ‘
SusSgs Ssv- Nota-se que o valor critico 7,7, 1 € usado em todos os testes.

A hipétese (4.3) também pode ser testada através das estatisticas

e traco de Hotelling-Lawley: T2 = ntr(E~'H);
e lambda de Wilks: A = det(F)/det(E+ H) e

e traco de Pilai: V =tr{(E+ H) 'H}

entre outras.

No inicio da discussao, assumimos que X tem distribuigdo normal (m+p)-variada. Esta
suposicao pode ser relaxada desde que a regressao de X, em Xg seja linear nos parametros e
a distriuigao de X,|Xs seja normal m-variada. De fato as varidveis em Xy podem ser variaveis
controladas; neste caso ainda faz sentido falarmos em correlagao canonica se, como foi sugerido
por Draper e Smith (1966), assumirmos que os valores de Xg provém de uma populagao finita.
Notemos ainda que as submatrizes de soma de quadrados e a matriz produto S presentes nas
estatisticas envolvidas no procedimento de teste simultaneo podem, sem qualquer ajuste no
procedimento, ser substituidas pelas submatrizes de correlacao amostral, conforme descrito em

Morrison (1976).
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4.3 Exemplo 2

O procedimento proposto foi aplicado ao conjunto de dados de Waugh (1942), que examinou a
relagao entre cinco caracteristicas de uma variedade de trigo canadense e quatro caracteristicas

da farinha obtida a partir dessa variedade. As caracteristicas sao:

Variaveis associadas a Farinha Variaveis associadas ao Trigo

X1: Quantidade de trigo por barril de farinha Xj5:Textura da semente

X5:Quantidade de cinzas Xg:Peso
X3:Quantidade de proteina crua X7:Quantidade de sementes danificadas
Xy:Indice de qualidade do gluten Xg:Material externo

Xg:Quantidade de proteina crua

As caracteristicas da farinha estao representadas em X, e as caracteristicas do trigo
estao representadas em Xg. Como o interesse é determinar quais caracteristicas da farinha
podem ser explicadas pelas caracteristicas do trigo, o foco aqui esta centrado nas regressoes de

subconjuntos de caracteristicas da farinha, X, no conjunto de caracteristicas do trigo, X.

Foi calculada a matriz de correlagoes amostrais das caracteristicas X1, ..., X9 baseadas
em n = 138 observagoes, denotada por R, e R,, denota a submatriz de R consistindo de
coeficientes de correlagao amostral entre os componentes de X, e Xg.

A hipétese de nao existéncia de correlagao entre o vetor X, e Xg é rejeitada, com nivel
de significancia a = 0,10, se ¢;{HE™'} exceder o valor critico Tovpm—p—1 — 7‘2’51’?32 ~ 0,15
onde H = RysR!Ryy, E = Ry, — R Ry 72’51232 é o quantil da distribuicdo da maior raiz

caracteristica com entradas s = min{4,5},m=4en—p—1=132.

O autor chama de conjunto adequado a todo conjunto de caracteristicas do trigo que
nao for rejeitado pelo procedimento de teste simultaneo para explicar um particular conjunto

de caracteristicas da farinha. Além disso, um conjunto de caracteristicas do trigo é denomi-
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nado conjunto minimo adequado para um particular conjunto de caracteristicas da farinha, se

nenhum subconjunto dele é adequado.

Foram testadas todas as possiveis combinacoes entre as caracteristicas do trigo e da

farinha. Assim, para o conjunto de caracteristicas X7, X5, Xy todos os conjuntos adequados sao

(1) X5, Xe, X7, Xs;
(i) X5, X7, Xs, Xo;
(iil) Xg, X7, X3, Xo;
(iv) X5, X7, Xs.
De acordo com a definicao, observamos que os conjuntos minimos adequados sao
{ X5, X7, Xg} e {X¢, X7, X5, Xo}.

O conjunto de caracteristicas (iv) fornece tanta informagao com respeito a Xy, Xy, Xy
quanto os conjuntos apresentados em (i), (ii), (iii). Como possui o menor nimero de elementos,

¢ o subconjunto que deve ser selecionado.

Uma alternativa aos testes simultaneos baseados na méxima raiz caracteristica sao os
testes simultaneos baseados na razao de verossimilhancas. Aqui a estatistica do teste da hipdétese

Wys €

(1 - Uvs) |va - SvsS_lssv|
Wys = ——— d Ups = = .
Uvs onee |SUU|

Para testar w,, r, a estatistica é W, r = (l%gz’gff) onde U,y t = |Sypw — SusS53 Sl /|Suw —
Svaf’fleUL Entretanto, Gabriel (1968, 1969) mostra que os testes simultaneos baseados na

maxima raiz caracteristica sao mais poderosos.
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4.4 Uso do Critério de Informacao de Akaike

Quando se utiliza regressao como técnica de andlise de dados, frequentemente determina-se
varios modelos como candidatos a modelo final a ser adotado. Um método para escolher o
modelo final, muito utilizado, é o Critério de Informacao de Akaike (1973), (AIC), que foi
concebido inicialmente para ser um estimador nao viesado da esperanca da Informacao de
Kullback-Leibler. Segundo esse critério, o modelo a ser adotado é aquele que possui o menor

valor de AIC, sendo que essa medida é definida como
AIC = —2logL(3,%) + 2q

onde L(@ , fl) é a funcao de verossimilhanca do modelo calculada em 3 = B eX = f), estimadores

de maxima verossimilhanca de 3 e ¥ e ¢ é o nimero de parametros do modelo.

Embora este critério seja muito utilizado, pode apresentar sérias deficiéncias. Para os
modelos de regressao linear normal, Hurvich e Tsai (1989) mostraram que a medida AIC pode
subestimar a esperanca da Informacao de Kullback-Leibler quando o tamanho da amostra é
pequeno e quando o nimero de parametros do modelo é moderadamente elevado em comparacao
ao tamanho da amostra. Em seu artigo, Hurvich e Tsai (1989) apresentaram uma versao
corrigida do AIC, denominada AIC, que é um estimador nao viesado para a esperanca da
informagao de Kullback-Leibler e tende a fornecer melhores escolhas de modelos para pequenas

amostras. A extensao para os modelos de Regressao Multivariada foi apresentada por Bedrick

e Tsai (1994).

Assim, seja 0o modelo dado em (2.3), Yiup = Xox(k+1) Bk +1)xp T Enxp, cUja funcao de

verossimilhanca sem os termos constantes é
L(3,%) = —0,5nlog S| — 0, 5tr{(Y — XB)T (Y — XB)'},

o estimador de maxima verossimilhanca de 3 é § = (X'X)"' X'V ede © é X = Y'(I —
X(X'X)™'X')Y/n. Sob este modelo vec(B) ~ Ngirp(vee(8),E @ (X' X)™1). Além disso,
S e 3 sdo independentes com nY ~ Wishart,(,n — K — 1) e E(7!) = d%~', onde d =
n/{n — (m+p+ 1)}, como demonstrado em Anderson (1984; pg. 270, 290).
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Suponha que as variaveis resposta sao da forma
Y = Xoﬁo + o (44)

onde Xy tem dimensao n x (Ko + 1), By tem dimensao (Ko + 1) X p, €y tem dimensdo n X p e

as linhas de gy sao independentes com média zero e matriz de variancia e covariancia .

Uma medida muito 1til para avaliar a discrepancia entre o modelo verdadeiro (4.4) e o

modelo ajustado (2.3) é a informacao de Kullback-Leibler
A(B,2) = Bo{—2L(5,%)} = nlog| S| + ntr(X7"So) + tr{(Xofo — XB)S™ (Xofo — X5) },

onde Ej denota a esperanca sob o modelo verdadeiro. Um critério razoavel para julgar a
qualidade do ajuste é EO{A(B, f])}, onde 3,3 sdo os estimadores de méxima verossimilhanca

de e ¥ no modelo (2.3).

Dessa forma, dada uma colecao de modelos ajustados, o melhor modelo seria o que

minimiza Eo{A(3,%)}.

O nimero de parametros desconhecidos do modelo ajustado é p(K + 1) + 0,5p(p + 1).
Entao a medida AIC fica:

AIC = n(log|2| +p) + 2{p(K + 1) +0,5p(p + 1)}

A constante np foi incluida para facilitar a comparacao com a medida AIC, definida a
seguir. Esta modificagdo na definigao usual do AIC nao exerce impacto no critério do menor

AIC porque esse ajuste independe do niimero de variaveis preditoras.

O AIC foi desenvolvido para ser um estimador aproximadamente nao viesado para
Eo{A(3,%)} quando o modelo ajustado inclui o modelo verdadeiro como um caso especial

(Linhart e Zucchini, 1986, pg.245 citado em Bedrick e Tsai, 1994).

Sob esta suposicao, as colunas de X podem ser rearranjadas de tal forma que Xy06y =

o

X(3*, onde B* = e ) é uma matriz de zeros de ordem (K — Kj) x p. Dessa forma,
b
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exclui-se (K — Kj) variaveis independentes do modelo. Neste caso,
A(B3,%) = nlog S| + ntr(S75,) + tr{X (8" — f)S (B — B) X'}
Devido a propriedades de 3 e 3, encontra-se Eo{tr(£'%)} = dp e
Egltr{X (8" = )27 (5" = ) X'} = Ep[tr{S7 (8- 5) (X X)(B - )}
= tr[Eo(S ) Eof{(B - 8) (X X)(3 - 8)}]
= d tr[S5 Eo{ (B - 87) (X X)(B - 5)}]
= d Egfvec(3 — ) {S5" @ (X X)}vee(3 — 87)]
= dpK

onde d =

m, sendo que a tdltima igualdade é consequéncia do fato que vec(ﬁ— ﬂ*)/{ZE '®

(X'X )}vec(ﬁ — %) tem distribui¢do quiquadrado com pK graus de liberdade.
Portanto, Eo{A(3,%)} = Ey(nlog|%|) + dpn + dp(K + 1) e assim
AIC, = nlog ||+ dp(n + k) = n(log || + p) + 2d{p(K +1) +0,5p(p + 1)}

¢ um estimador nao viesado de

Eo{A(3,2)}.

E importante notar que a unica diferenca entre AIC e AIC, é a inclusao do fator de

escala d em AIC,. Além disso, como d > 1, AIC subestima EO{A(B, f])}

Bedrick e Tsai (1994) realizaram um estudo de simulac¢do para avaliar nove critérios de
selecao de modelos com resposta multivariada. Além das medidas AIC e AIC, foram avaliadas

as medidas

o SIC =nlog|%| + {p(K +1)+0,5p(p + 1)} log(n)  (Schwarz,1978);
o HQ =nlog|S| 4 2{p(K 4+ 1) +0,5p(p + 1)} log(log(n)) (Hannan e Quinn, 1979);
e ICOMP =0,5(n+ K+ 1){plog(tr(X)/p) —log |S|} + 0, 5p{ (K + 1)log(tr(X X)) /(K +

1)) —log |[(X'X)7'|} (Bozdogan, 1990);
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n P N ~
e PRESS =Y > 43;/(1 = hy), onde U = [u;;] =Y — Xf3, e h; ¢ 0 i-ésimo elemento da
i=1j=1

diagonal da mariz H = X (X X)~'X’, (Bedrick e Tsai, 1994).

Os critérios a seguir foram avaliados com relagao ao modelo completo com matriz de

covariancia f]maz e K. varidaveis independentes:
e C) = S ez — {(n — k)/(n — Kpaa) Y (Sparks, Coutsourides e Troskie, 1983);
¢ C2=(n— Konaa)tr(2-L 3 + (K +1—n)p  (Sparks, Coutsourides e Troskie, 1983);

FIC = 0|3 + |Smae| log |21 @ (X' X)|  (Bedrick e Tsai, 1994).

Quinhentas amostras de tamanho 20 e 35 foram geradas usando o modelo (4.4) com
ko = 4, matriz de covariancia ¥y = (1 — p)I, + pJ,, onde J, é uma matriz p x p de uns, a
matriz X possui 7 colunas sendo que as 4 primeiras sao as colunas da matriz de planejamento
do modelo verdadeiro Xj. A simulagao considerou ainda cada combinacao de p =0, 3; 0,6; 0,8

e p = 2; 4. O modelo selecionado é o que apresenta menor valor da medida.

A Tabela 4.1 apresenta o numero de vezes que cada modelo foi selecionado em quatro
casos particulares, resultantes das combinacoes dos valores de n e p. A Figura 4.1 mostra que a
medida AIC, possui um desempenho melhor que o AIC. Numa etapa seguinte foi construido um
grafico dos valores médios de AIC, AIC, e A(B, ﬁ]) em funcao de K, para n = 20. Verificou-se
que a medida que K se aproximava de Ky = 4, os valores de A(B, ﬁ) decresciam rapida-
mente. Quando K > Kj os valores médios de AIC,, que é nao viesado para E{A(B, f])}, Sa0
praticamente iguais a A([Ai, f]), por outro lado, observou-se que AIC subestimava E{A(B, f])}

drasticamente.
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Figura 4.1: Desempenho dos Critérios de Selecao.

- : LG
15 --= A,

Criterio de Selecao
1
i
5
L]

40

Mumero de Varaveis Independentes

Quando o fator de correcao d = é muito maior que 1, AIC subestima substancialmente

n
n—(K+p+2
E{A(3,%)}. Isto ocorre quando o niimero de covaridveis K mais o niimero de respostas p sao
elevados em relacao ao tamanho da amostra n. Com base nessa pesquisa empirica, Bedrick e
Tsai (1994) sugerem usar AIC, ao invés de AIC como critério de selegdo de modelos. Constatou-

se ainda um melhor desempenho de AIC, com relacao as demais medidas utilizadas.
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Tabela 4.1: Nuimero de vezes que o modelo de ordem K foi selecionado.

p n K AIC AIC, SIC HQ PRESS C, C; ICOMP FIC

2 20 13 O 0 0 0 0 0 0 0 0
4 277 480 402 305 364 131 157 373 321
5 70 19 48 65 63 72 68 43 65
6 36 0 16 38 32 66 56 38 o8
7 48 1 18 40 23 86 81 20 29
8 69 0 16 52 18 145 138 26 27
2 35 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 346 457 473 411 365 163 177 405 426
5 64 35 20 49 67 63 58 26 o8
6 36 7 6 18 31 67 67 29 11
7 26 1 1 13 24 82 78 28 4
8 28 0 0 9 13 125 120 12 1
4 20 1-3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 247 499 425 293 387 7 121 412 163
5 60 1 41 55 63 43 58 40 77
6 49 0 17 43 29 28 97 21 134
7 46 0 7 37 14 96 78 17 80
8 98 0 10 72 7 228 186 10 46
4 35 1-3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 379 489 489 447 411 124 164 378 432
5 49 9 9 29 42 26 56 57 39
6 37 1 1 14 19 28 61 26 21
7 22 0 0 9 14 100 82 22 6
8 13 1 1 1 14 162 137 17 2

Fonte: Bedrick e Tsai (1994)

No presente capitulo, apresentamos métodos classicos de selecao de variaveis independentes no
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modelo de Regressao Multivariada. Métodos de selegao de varidaveis num contexto bayesiano,

que nao sera abordado aqui, podem ser encontrados em Ibraim e Chen (1994).
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Capitulo 5

Aplicacao

Neste capitulo faremos uma aplicacao da técnica de estimacao apresentada no Capitulo 2,
da analise de diagndstico apresentada no Capitulo 3 e da selecao de modelos apresentada no

Capitulo 4.

Os dados utilizados sao um subconjunto dos dados provenientes do estudo O Impacto
do Estresse Materno no Baixo Peso ao Nascimento (RAE-CEA-2000-23, Artes e Lobert, 2000).
Contamos nessa aplicacao com medidas antropométricas, socio-economicas e variaveis que
avaliam o nivel de estresse de 50 gestantes do municipio de Jundiai, no tdltimo trimestre de
gestacao. O estresse materno foi avaliado através de quatro variaveis distintas: Resultado do
teste de Estado de ansiedade (EA), Resultado do teste de Trago de Ansiedade (TA), Resultado
do Questionario Geral de Saide (QGS) e Escala de Percepcao de Estresse (EPE).

Como varidveis resposta utilizamos o peso da crianga ao nascer (Peso), medido em gra-
mas, e a idade gestacional do recém nascido (IG), medida em semanas. As varidveis explicativas
ou independentes sao: peso materno (kg), altura materna (m), idade (anos), renda per capta,
resultado do teste de estado de ansiedade, resultado do teste de traco de ansiedade, resultado
do questionario geral de saude e escala de percepcao de estresse. Os valores das variaveis

encontram-se no Apéndice C.
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Para essa aplicagao, usamos o pacote estatistico SAS versao 8.0, que ajusta através do
procedimento proc GLM o modelo dado em (2.3), isto é, Yiup = Xpnx(x41)B(k+1)xp + Enxp

supondo que vec(e) ~ N(0,1, ® ). No caso n =50 e p = 2.

A matriz de parametros (3 é estimada por b = (X’X)_lX'Y e a matriz de variancia e
covariancia Y é estimada por e = [('e)/(n — )] = [(Y — Xb) (Y — Xb)/(n —r)]

onde r é o posto da matriz X.

O pacote estatistico SAS testa a hipdtese linear geral multivariada Hy : LGM = 0
onde L é uma matriz referente as hipdteses dos elementos de uma dada coluna da matriz de
parametros e M é uma matriz tal que a pds multicacao de LG por ela permite a geracao de

hipoteses relativas a diferentes parametros de resposta.

Além disso, podemos obter desse pacote estatistico as estatisticas de teste multivariada

sendo que algumas foram apresentadas no Capitulo 4:

Lambda de Wilks = det(E)/det(E + H);

Traco de Pilai = trago(H(H + E)™1);

Traco de Hotelling = traco(E~1H);

Méxima Raiz de Roy = A (maior auto-valor de E~'H).

onde
H = M (Lb)(L(X X)) 'L (Lb)M)
E = MY'Y -bXX)b)M

que testam a significancia conjunta das oito varidveis independentes, ou seja, testa Hy : [’ =

501 502
511 612

Bs1 Bs2
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Podemos obter ainda as medidas de diagnéstico: Distancia de Cook, Razao de Co-
variancias, DFFITS, além da matriz Alavanca H = X (X X)~'X, os valores preditos pelos
modelos, os residuos ordindrios (observado — estimado), os residuos studentizados (com e sem
a i-ésima observacao), e os intervalos de confianga para os valores preditos e para os valores

médios.

Para a variavel resposta bivariada peso e idade gestacional do recém-nascido, ajustamos
dois modelos, cada um considerando um conjunto diferente de variaveis explicativas referentes
ao estresse materno. Devido a possivel correlacao entre as variaveis explicativas resultado
do teste de estado de ansiedade e traco de ansiedade, estas varidveis foram colocadas em
conjuntos distintos. Na Tabela 5.1 encontram-se as variaveis explicativas utilizadas no ajuste
dos modelos e na Figura 5.1 apresentamos os diagramas de dispersao entre as variaveis resposta

e explicativas.

Tabela 5.1: Variaveis Explicativas Utilizadas no Ajuste dos Modelos.

Modelo 1 Modelo 2
Peso Materno (PESOM) Peso Materno (PESOM)
Altura Materna (ALTURAM) Altura Materna (ALTURAM)
Idade Materna (IDADEM) Idade Materna (IDADEM)
Renda per capta Renda per capta
Estado de Ansiedade (EA) Trago de Ansiedade (TA)

Questionario Geral de Satide (QGS) Escala de Percepgao de Estresse (EPE)
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Figura 5.1: Diagramas de Dispersao.
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Figura 5.1:

Diagramas de Dispersao.

Peso(g) Peso (g)
2200 2200
o2 o2
2100 2100
2000 31 2000 31
P ¥ i
24 L4 24 ° LS
1900 e 1500 - i
23 bt 3 = ' 3% za’é
5 0 o
1800 s Vg o e s FF 1800 5 off . % 2 B
R L ) “ "o
41 5 . . P . .
- 1 - 1700 - 1 . 5 =
1700 . .
W, ' Forr T e Ba
* 50 . 50 . .
1600] o o 3 1600 & =
49 49
15000 o 1500 ) o i
= . b 04 = . P
1400 1400
R , , , , MR , , e e , )
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 00 11 12 20 30 40 50 60 70
Renda per Capta Traco de Ansiedade
Peso (g) Peso (g)
2200 2200
o2
2100 . 2100
2000 31 " 2000 3,
> o 2 e s
23 . 24 o
. 45 45 "
1900 T 1900 b
a3 . a3 -
- 20 .12 30 12' 3029
. ® . 20 s o7
1800 B o118 g 7 oos L] 21 1 1800 B ot - I
o : Sos - . . .
N £ B
a1 3 o -
ki 47 ! B 1700 o :o've'
1700 . - %
S * g v e s
50 .
1600 i o 3 1600] 38 &
49 49
B > © 4 5 I
1500 . 20 45 o L L
1400 T T 1400 T T T T T T T T
10 20 30 40 50000 60000 70000 80000 90000 100000 110000 120000 130000

de significancia de 5%, para explicar o peso e a idade gestacional do recém-nascido nos modelos

Escala de Percepcio de Estresse

Nas Tabelas 5.2 e 5.3 apresentamos as variaveis estatisticamente significantes, com nivel

Peso Matemo (kg)

1 e 2 respectivamente. Nessa andlise, utilizamos os testes apresentados na Segao 2.4.
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Tabela 5.2: Estimativas dos Parametros do Modelo 1

Parametro Estimativa Erro Padrao P-Valor
Peso  Intercepto 925,57 288,87 0,0026
PESOM 8,53 1,05 <0,0001
ALTURAM -26,57 199,24 0,8945
IDADEM 1,50 1,73 0,3925
RENDA -13,15 7,61 0,0913
EA 7,16 1,64 <0,0001
QGS -7,18 4,29 0,1012
IG  Intercepto 22,61 1,62 <0,0001
PESOM 0,01 0,01 0,1301
ALTURAM 10,45 1,12 <0,0001
IDADEM -0,01 0,01 0,2877
RENDA -0,09 0,04 0,0347
EA -0,02 0,01 0,0447
QGS -0,12 0,02 <0,0001
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Tabela 5.3: Estimativas dos Parametros do modelo 2.

Parametro Estimativa Erro Padrao P-Valor
Peso  Intercepto 894,50 302,69 0,0051
PESOM 7,32 1,12 <0,0001
ALTURAM 248,83 204,23 0,2297
IDADEM 2,95 1,80 0,1088
RENDA -5,61 8,19 0,4974
TA -4.61 1,24 0,0006
EPE 2,89 1,91 0,1381
IG Intercepto 24,34 0,17 <0,0001
PESOM 0,00 0,00 0,3382
ALTURAM 10,65 0,12 <0,0001
IDADEM -0,02 0,00 <0,0001
RENDA 0,01 0,00 0,0917
TA -0,03 0,00 <0,0001
EPE -0,05 0,00 <0,0001

No modelo 1 para a variavel Peso, os coeficientes das varidaveis explicativas estatistica-
mente diferentes de zero sao: Peso Materno e Estado de Ansiedade. Ja para a varidvel Idade

Gestacional temos a Altura Materna, Renda per capta, Estado de Ansiedade e Questionario

Geral de Saude.

No modelo 2 para a varidvel Peso, os coeficientes estatisticamente diferentes de zero
sao: Peso Materno e Traco de Ansiedade. Ja para a variavel Idade Gestacional temos a Altura

Materna, Idade Materna, Traco de Ansiedade e Escala de Percepcao de Estresse.

Para selecionar um dos dois modelos de Regressao Multivariada considerados, vamos
utilizar o critério de Akaike com fator de correcao sugerido por Bedrick e Tsai (1994), AIC.. No
modelo 1, calculamos AIC, retirando a variavel Idade Materna, que se mostrou nao significante

em ambas as regressoes, de modo que a matriz de planejamento seja a mesma em ambos os

casos. Feito isso, obtivemos AIC, = 288, 68.
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No modelo 2, a medida AIC, foi calculada retirando-se a variavel Renda per capta que se
mostrou nao significante em ambas as regressoes. Para o modelo obtido temos AIC,. = 170, 33.
Pelo critério de Akaike, o melhor modelo é o que apresenta menor AIC., entao o modelo final
selecionado serd o modelo 2, sem a varidavel Renda per capta. No Apéndice A apresentamos a

rotina que calculou a medida AIC, para o modelo selecionado.

Afim de realizar a andlise de diagnéstico apresentada no Capitulo 3, para o modelo
selecionado, foram construidas rotinas em SAS utilizando o procedimento proc IML, avaliando
a alavanca e os componentes dos residuos através das medidas Distancia de Cook, DFFITS e
Razao de Covariancias. No Apéndice B, apresentamos a rotina que calculou a medida distancia

de Cook para tal modelo.

A Figura 5.2 ilustra a influéncia de cada observagao no modelo selecionado para as

medidas distancia de Cook, DFFITS e Razao de Covariancias.
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Figura 5.2: Influéncia individual.

Distancia de Cook DFFITS
Log Li Log Li
02 = 02 =
0.1 01
00 00
-0 o1
—02 —02
—03 —03
—04 - —04 -
—051 36 . —05 36 .
37 37 -
—06 2 —-06 2
—071 27 —-07 27
—081 :’9- 03 41 31 n'ﬁ —-08 ?9-240:3' a1 31 © 'ﬁ
-0 3 B - = —09 3" n S
—104 ° ke 40052 21 —10 ° a2 w57 21
r s e o - 2 s g " a5
=119 %X B o om | -1 ® e B 2 .
—124 & w a7 g j'ﬂs _12 - ) :@!36@-%3
—131 » w —13 »w
—144 = —14 ) P
—151 » —15 2 )
—161 2 —16 2
_1'7-\ T T T T _17 T T T T
—4 -3 -2 —1 0 —4 -3 -2 -1
Log Ri Log Ri
Razao de Covariancias
Log Li
007 g'mazs ol s % 32 s 4349 08
1 50"t "EB WEeEt ' > 25 =
—01d ;5@1 3 . e —_
* 22 -
. 37
—02] ) . o4
—03
—04
—05
—08
—07
—08 [+
_0'97\ T T T T T T T T T
000 005 00 0B 020 025 030 035 040 045
Log Ri

Concluimos através das medidas distancia de Cook e DFFITS que a observagao {02}
possui a maior influéncia. Analisando esta observacao, verificamos que refere-se a gestante com
maior peso e que seu bebé é o mais pesado de todos. Tal observagao ja se mostrara discrepante
nos graficos de dispersao da Figura 5.1. J& a observagao {10} possui o valor mais negativo para
os componentes de residuos. Essa observacgao refere-se a gestante cujo peso estd entre os 25%
menores, o Trago de Ansiedade estd entre os 5% menores e a Escala de Percepgao de Estresse
estd entre os 10% menores. Segundo a medida Razao de Covariancias, além da observagao {02}

destacamos a observagao {04}. Trata-se da gestante cujo peso estd entre os 25% menores e o
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seu bebé é o de menor peso. Destacamos também a observacao {21} associada a gestante cujo

peso estd entre os 25% maiores e o peso de seu bebé estd entre os 25% maiores.

Quando analisamos a influéncia de subconjuntos de tamanho dois, para as trés medidas
consideradas, todos os que possuem como um dos elementos a observagao {02} possuem maior

influéncia. Na Figura 5.3 destacamos alguns casos.

Figura 5.3: Influéncia dos subconjuntos de tamanho dois.

Distancia de Cook DFFITS
Log Li Log Li
044 (02221 04 10231
037 ) 03 "
024 ." .. 02 . _' 10206} 10209}
0.1 R A I S 01 N N
001 00
—01 . —o1 .
—02 . e : —02 A
- ~ ., R2122} . T
-03 ) s R -03 SR
—04 S , ';3.""'3'.’., i —-04 . LU
1 . R . 4 - - an [229
—05 : e N -05 %
—08 . SR Nt 08 .
—07 07 : .
—08 -08 . o3
—09 -09 )
—101 : —-10
_1'17\ T T T _11 T T T T
-3 -2 —1 0 -3 -2 -1 0
Log Ri Log Ri

{1343}
* {2245

{0222}

_0:(2_ LR | .{oz.m

69



Na Figura 5.7, construimos um grafico tridimensional que considera o angulo entre log L;

e log R; para a medida distancia de Cook.

Figura 5.7: Influéncia dos subconjuntos de tamanho dois.

Log Li

0.17

—035

—0.86

—1.37
1.000

0675
Cos Theta 0390

Na Tabela 5.4 apresentamos os valores das medidas Distancia de Cook, DFFITS e Razao

de Covariancias.
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Tabela 5.4: Medidas de Diagnostico.

Distéancia de Cook DFFITS Razao de Covariancias

log Li log Ri log Li log Ri log Li log Ri
1 -1,15 1,74 1,15 -1,73 -0,06 0,04
2 0,19 -0,75 0,19 -0,66 -0,82 0,43
3 -0,84 21 -0,84 2,09 -0,12 0,02
4 -0,51 -0,81 -0,51 0,74 0,24 0,36
5 -1,02 -1,37 -1,02 -1,35 -0,08 0,1
6 -1,26 -0,94 -1,26 -0,89 -0,05 0,27
7 -1,36 1.8 1,36 1.8 -0,04 0,03
8  -1,15 2,46 1,15 2,46 -0,06 0,01
9 -0,81 -2,3 -0,81 -2,3 -0,13 0,01
10 -0,97 -3,15 0,97 -3,15 -0,09 0
11 -0,92 14 -0,92 -1,38 -0,1 0,09
12 -0,84 -0,96 -0,84 -0,9 -0,12 0,26
13 -0,77 -0,85 -0,77 -0,78 -0,14 0,33
14 -1,14 1,86 21,14 -1,86 -0,06 0,03
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Tabela 5.4: Medidas de Diagnostico.

Distéancia de Cook DFFITS Razao de Covariancias
log Li log Ri log Li log Ri log Li log Ri
15 -1,09 2,14 -1,09 2,14 -0,07 0,02
16 -1,18 -2,34 -1,18 -2,34 -0,06 0,01
17 -1,28 1.8 1,28 1,79 -0,04 0,03
18 -1,09 21,72 -1,09 1,71 0,07 0,04
19 -1,34 22,12 41,34 -2,12 -0,04 0,02
20 -1,67 -1,66 -1,67 -1,65 -0,02 0,05
21 -1,06 -0,78 1,06 0,7 0,07 0,4
22 -0,65 1,46 -0,65 1,45 20,17 0,08
23 -1,55 -2,05 -1,55 -2,05 -0,02 0,02
24 -0,78 2,21 -0,78 2.2 -0,13 0,01
25  -0,91 -0,82 -0,91 0,75 -0,1 0,35
26 -0,99 -1,26 -0,99 -1,24 -0,08 0,12
27 -0,75 -2,01 -0,75 -2,01 -0,14 0,02
28 -1,14 -1,31 -1,14 -1,28 -0,06 0,11
29  -1,18 1,83 1,18 1,83 -0,06 0,03
30 -0,93 -1,88 -0,93 -1,87 -0,1 0,03
31 -0,82 -1,66 -0,82 -1,65 -0,12 0,05
32 12 41,14 1,2 1,11 -0,05 0,16
33 -1,3 -2,06 1,3 2,06 -0,04 0,02
34 -1,46 -1,37 -1,46 -1,35 -0,03 0,1
35 -1,14 2,09 21,14 2,09 -0,06 0,02
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Tabela 5.4: Medidas de Diagnostico.

Distéancia de Cook DFFITS Razao de Covariancias

log Li log Ri log Li log Ri log Li log Ri
36 -0,55 -1,19 -0,55 -1,16 -0,21 0,15
37 -0,6 -1,41 -0,6 -1,39 -0,19 0,09
38 -1,12 -2,26 -1,12 -2,26 -0,06 0,01
39 -1,14 22,23 41,14 2,22 -0,06 0,01
40  -1,23 1,2 41,23 1,17 -0,05 0,14
41 -0,84 -1,93 -0,84 -1,92 -0,12 0,03
42 -1,03 22,11 -1,03 2,11 -0,08 0,02
43 -1,24 -1 21,24 -0,95 -0,05 0,23
44 -1,04 -1,49 -1,04 -1,48 -0,08 0,07
45  -1,12 -0,89 21,12 0,83 -0,06 0,3
46 -1,03 1,47 1,03 -1,46 -0,08 0,07
47 -1,24 -1,56 -1,24 -1,55 -0,05 0,06
48 -1,2 1,1 1,2 -1,06 -0,05 0,18
49 -1,21 -0,98 11,21 -0,93 -0,05 0,24
50 -1,14 1,52 1,14 1,5 -0,06 0,07
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Capitulo 6

Conclusao

Nesta dissertacao foram estudados os modelos de Regressao Linear Multivariada. Inicial-
mente foi apresentado o método de estimacao dos parametros por minimos quadrados em duas
situacoes: a primeira, em que para cada uma das p regressoes a matriz de planejamento é a

mesma e a segunda em que cada regressao possui a sua propria matriz de planejamento.

Uma das vantagens em se utilizar os modelos de Regressao Multivariada, em relacao ao
caso em que se ajusta as p regressoes separadas, ¢ que quando estimamos conjuntamente os

parametros das p regressoes, obtemos um ganho de eficiéncia dos estimadores.

Quando se utiliza a técnica de Regressao Multivariada, as principais medidas de anélise
de diagndstico também podem ser utilizadas (com as devidas modificagoes) para a determinacao
de observagoes influentes, sendo que a analise de diagnodstico mais adequada deve levar em

consideracao conjuntos de observacoes e nao apenas a analise de observacoes individuais.

Para essa técnica de modelagem também contamos com procedimentos de selecao de
variaveis, sendo que um dos melhores procedimentos é o baseados na medida AIC,, pois é um
estimador nao viesado para a esperanca da medida de Informacao de Kullback-Leibler e possui
melhor desempenho que a medida AIC para situagoes em que o tamanho amostral é pequeno,

além disso é facilmente implementado frente a outros métodos.
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Para estudos futuros sugere-se a andlise da influéncia local e métodos de selecao de

variaveis baseados na teoria bayesiana.
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Apeéendice A

Programa de Calculo do AIC.

Encontra-se a seguir a rotina que construimos através do pacote estatistico SAS (1999), que

calcula a medida AIC, para o modelo selecionado.

proc iml;

use dados_finala;

namesy={"Peso’ 'IG’};

namesx={'PESOM’ "ALTURAM’ 'IDADEM’ "'TA’ "EPE’};
namecod={"Codges’};

/* Armazenando as varidaveis em matrizes®/

read all var{peso,ig} into y [colname=namesy];

read all var{PESOM ALTURAM IDADEM TA EPE} into m [colname=namesx]|;
read all var{Dcodges} into cod [colname=namecod];
/*contando o nimero de linhas da matriz m*/

l=nrow(m);

/*contando o nimero de linhas da matriz y*/
11=nrow(m);

/*contando o nimero de colunas da matriz m*/
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c=ncol(m);

/*contando o nimero de colunas da matriz y*/
cl=ncol(y);

/*adicionando uma coluna de uns na matriz m*/
x=j(1,1,1) ], L]
namescol="Intercepto’||namesx/[,1:c|;

mattrib x colname=namescol;

/* estimando beta */

beta=inv(t(x)*x)*t(x)*y;

/* residuo ordindrio */

e=y-x*beta;

/*contando o nimero de colunas de x*/
c2=ncol(x);

/*Calculando o posto da matrix X*/
rank=round(trace(ginv(X)*X));

/*Estimando a matriz de variancia e covariancia */
sigma_hat=(t(e)*e)/(11-rank);

/* Calculando o AICc*/

d=I11/(11-(c2+cl1+41));
AIC_c=11*log10(det(sigma_hat))+d*c1*(11+c2);
start aic;

/*Imprime o AICc na tela */

print AIC _c;

finish;

run aic;

quit;
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Apeéendice B

Programas de Analise de Influéncia

Encontra-se a seguir a rotina que construimos através do pacote estatistico SAS (1999), que
calcula a influéncia das observagoes individuais e posteriormente, a rotina que calcula a in-
fluéncia das observacoes para subconjuntos de tamanho dois, utilizando a medida Distancia de

Cook. Essa medida é calculada para o modelo selecionado.

proc iml;

use dados_finala;

namesy={"Peso’ '1G’};

namesx={"PESOM’ "ALTURAM’ 'IDADEM’ "TA’ "EPE’};
namecod={"Codges’};

/* Armazenando as varidveis em matrizes®/

read all var{peso,ig} into y [colname=namesy];

read all var{PESOM ALTURAM IDADEM TA EPE} into m [colname=namesx]|;
read all var{Dcodges} into cod [colname=namecod];
/*contando o nimero de linhas da matriz m*/

l=nrow(m);

/*contando o nimero de colunas da matriz m*/
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c=ncol(m);

/*contando o nimero de colunas da matriz y*/
cl=ncol(y);

/*adicionando uma coluna de uns na matriz m*/
x=j(1,1,1) ], L]
namescol="Intercepto’||namesx/[,1:c|;

mattrib x colname=namescol;

/* estimando beta */

beta=inv(t(x)*x)*t(x)*y;

/* residuo ordindrio */

e=y-x*beta;

/*Matriz Identidade™/

ident=I1(2);

/*contando o nimero de colunas de x*/
c2=ncol(x);

/*contando o nimero de colunas de e*/
c3=ncol(e);

*x);

inversax=inv(t(x)
inversae=inv(t(e)*e);
start influencia;

i=1,;

do while(i <= 1);
xi=x[i,1:c2][;
yi=yli,1:cl];
ei=eli,1:c3];
hi=xi*inversax™t(xi);
qi=ei*inversae*t(ei);

/* Componente de Alavanca */
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Li=hi/(1-hi);

/* Componente dos Residuos*/
Ri=(1-hi)**-0.5%qi*(1-hi)**-0.5;

/* Trago das Matrizes Li e Ri */
trLi=trace(Li);

trRi=trace(Ri);

/* Armazenando o nimero da gestante */
codges=cod[i,1];

/* Gerando o Arquivo de Saida */
name_res="LI’||'RI’||'Cod’;
influence=trLi|[trRi||codges//influence;
mattrib influence [colname=name_res];
i=i+1;

end;

create saida3 from influence [colname=name res];
append from influence;

finish;

run influencia;

quit;

proc iml;

use dados_finala;

namesy={"Peso’ '1G’};

namesx={"PESOM’ "ALTURAM’ 'IDADEM’ "TA’ "EPE’};
namecod={"Codges’};

/* Armazenando as varidveis em matrizes®/

read all var{peso,ig} into y [colname=namesy];

read all var{PESOM ALTURAM IDADEM TA EPE} into m [colname=namesx]|;
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read all var{Dcodges} into cod [colname=namecod];
/*contando o nimero de linhas da matriz m*/
l=nrow(m);

/*contando o nimero de linhas da matriz y*/
11=nrow(m);

/*contando o nimero de colunas da matriz m*/
c=ncol(m);

/*contando o nimero de colunas da matriz y*/
cl=ncol(y);

/*adicionando uma coluna de uns na matriz m*/
x=j(1,1,1)||m[,1:c];
namescol="Intercepto’||namesx|,1:c|;

mattrib x colname=namescol;

/* estimando beta */

beta=inv(t(x)*x)*t(x)*y;

/* residuo ordindario */

e=y-x*beta;

/*Matriz Identidade*/

ident=I(2);

/*contando o nimero de colunas de x*/
c2=ncol(x);

/*contando o nimero de colunas de e*/
c3=ncol(e);

inversax=inv(t(x)*x);

inversae=inv(t(e)*e);

/*Calculando o posto da matrix X*/
rank=round(trace(ginv(X)*X));

/*Estimando a matriz de variancia e covariancia */
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sigma_hat=(t(e)*e)/(11-rank);

start influencia;

i=1;
do while(i < 1);
do j =1i+1 to I

xi=x[i,1:¢2]//x[j,1:c2];

yi=yli,l:cl]//y[j,1:cl];

ei=eli,1:c3]//e[j,1:c3];

hi=xi*inversax™*t(xi);

qi=ei*inversac*t(ei);

/* Componente de Alavanca */
Li=hi*inv(ident-hi);

/* Componente dos Residuos*/
Ri=(ident-hi)**-0.5*qi*(ident-hi)**-0.5;

/* Calculando Norma de Li e Ri*/
norma_Li=sum(t(EIGVAL(L1))*EIGVAL(Li))**0.5;
norma_Ri=sum(t(EIGVAL(Ri))*EIGVAL(Ri))**0.5;
/* Transformando em vetor */

vecLi=shape(Li,4);

vecRi=shape(Ri,4);

/* Angulo entre os vetores */
cos_theta=sum(vecLi#vecRi)/(norma_Li*norma_Ri);
LI star=norma_Li*(cos_theta)**0.5;
RI_star=norma_Ri*(cos_theta)**0.5;

/* Trago das Matrizes Li e Ri */

trLi=trace(Li);

trRi=trace(Ri);

codges=cod|[i,1]||cod[j,1];
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name_res='LI’||'RI’||'LLst’||'RI_st’||"COS’||'Parl’||'Par2’;
influence=trLi|[trRi||LI_Star||RI_star||cos_theta ||codges//influence;
mattrib influence [colname=name res];

end;

i=i+1;

end;

create saida from influence [colname=name_res];

append from influence;

finish;

run influencia;

quit;
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Apeéendice C

Dados da Aplicacao

Tabela B.1: Dados usados na Aplicacgao.

n PESOM ALTURAM IDADEM RENDA EA TA QGS EPE PESO IG

1 64,3 1,558 34,11 1,39 32 28 3 13 1772,38 38,62
2 124,9 1,564 27,04 11,02 40 41 2 31 2104,66 37,64
3 76,3 1,609 31,04 1,71 47 61 7 28 1744,21 37,48
4 57,7 1,611 22,11 5,51 30 51 3 31 1468,35 37,92
5 68,3 1,63 20 3,67 35 29 2 17 179347 39,48
6 56,5 1,675 18 0,55 35 43 2 26 1574,18 39,17
7 80,9 1,586 35,02 2,45 40 44 1 22 1797,3 38,05
8 71,2 1,58 33 1,83 30 29 1 12 177746 38,93
9 93,2 1,661 27,06 2,45 40 33 0 26 193845 39,18
10 58,3 1,549 29,04 2,02 30 27 0 13 1686,58 38,72
11 68 1,57 25,1 0,73 33 31 0 27 170341 38,27
12 62,2 1,52 27,1 4,35 50 35 3 24 1839,51 37,64
13 58,7 1,572 29 1,17 62 60 11 37  1780,59 36,67
14 76 1,651 31,07 3,07 47 54 1 25  1744,97 38,38
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Tabela B.1: Dados usados na Aplicagao.

n PESOM ALTURAM IDADEM RENDA EA TA QGS EPE PESO IG

15 67 1,55 22,11 0,84 32 25 0 14 177623 38,88
16 73 1,549 19,08 2,75 30 29 1 14 177837 38,79
17 67 1,55 33,06 2,3 37 29 0 18 1784,75 38,36
18 71,2 1,61 20,07 1,35 25 26 0 12 1736,74 39,62
19 55,7 1,525 20,07 0,98 40 38 1 21 1662,7 37,92
20 71,5 1,627 17 1,98 44 40 2 22 180347 38,94
21 79,4 1,76 24 3,57 45 55 6 26 1785,77 39,52
22 96,8 1,613 20,1 2,82 46 53 11 32 1959,84 37,72
23 72,3 1,633 27,09 2,51 39 36 1 23 1779,93 38,91
24 89,1 1,63 30,06 1,02 31 29 2 14 191511 39,42
25 61,9 1,715 18,05 0,98 37 27 2 25  1753,54 40,12
26 77,9 1,63 23,06 2,11 38 57 2 20  1641,62 38,03
27 70 1,601 21,07 1,15 43 28 4 20  1868,22 386
28 65,9 1,586 34,09 3,07 46 46 4 19 177537 38,09
29 77,3 1,652 18,02 0,94 36 34 2 18 182541 39,55
30 88,3 1,662 38,11 2,45 37 31 1 12 195295 39,65
31 96 1,69 21,05 2,89 35 29 0 14 197976 40,27
32 68,7 1,67 20,09 3,26 44 48 1 31 1683,71 38,71
33 57 1,534 25,1 1,02 36 46 3 21 1595,33 37,64
34 71,9 1,596 19,08 2,94 32 42 2 27 1657,66 38,29
35 72 1,584 17,07 3,46 39 39 0 16 176724 38,82
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Tabela B.1: Dados usados na Aplicagao.

n PESOM ALTURAM IDADEM RENDA EA TA QGS EPE PESO IG

36 54,2 1,476 27,01 0,37 33 57 4 14 150055 36,95
37 52 1,525 36,05 1,15 44 38 5 36  1667,28 36,86
38 53,8 1,549 35,02 1,84 40 51 5 27 1576,59 37,15
39 75,6 1,595 28,02 2,2 34 32 6 26 1823,37 38,38
40 53 15 19,01 0,6 28 43 0 20  1483,24 37,59
41 70,2 1,628 20,02 0,44 31 40 3 10 172144 39,42
42 69,2 1,585 20,11 1,2 41 55 7 31 166585 37,48
43 63,8 1,6 19,08 1,5 49 35 0 14 1844,14 39,16
44 54,2 1,541 20,04 1,7 51 55 6 29 1654,65 37,12
45 69,6 1,645 20 1,35 56 51 12 31 1893,78 38,15
46 73,2 1,593 21,05 0,66 35 51 2 23 1644,35 38,13
47 68 1,517 28,04 3,33 32 41 3 19 167896 37,64
48 58,6 1,54 22,09 2,08 24 48 3 21 147405 37,71
49 55,4 1,477 17,05 0,69 24 34 1 22 1529,92 37,55
50 52,2 1,476 18,04 0,83 38 35 0 23 1623,056 37,46
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